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INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

Escriba su nombre y apellidos en las casillas de arriba.

No abra la prueba hasta que se'lo autoricen

En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a todas las preguntas. Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta todas las respuestas numéricas deberan ser exactas o
aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede pedir hojas de examen para la realizacién de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede
anexar una hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa,
ponga su nombre y apellidos y el niUmero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuaciéon maxima para esta prueba es de 10,5 puntos.

En la calificacién de cada problema o ejercicio se tendrd en cuenta tanto la correccion de los calculos,
como la presentacién y explicacion correcta y ordenada de los argumentos, razonamientos y teoremas
aplicados al efecto.

No se valoraran aquellas soluciones aportadas que no muestren un razonamiento del que se derivan.

Se tendra en cuenta el formato, el orden, la presentacion y limpieza con que se presentan los argumentos,
como los célculos y las soluciones.

Se descontard parte de la puntuacidn en aquellos ejercicios y problemas en los que no se sefale

explicitamente como solucidn, los resultados a los que se llega.




No se otorgard necesariamente la maxima puntuaciéon a una respuesta correcta que no esté
acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse alguna puntuacion, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION UNICA
[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]

1. a) Sea la funcién f(x) =vV2+x y g(x) =x—x?. Calcular el dominio de la funcién
composicién f o g.

b) Calcula algebraicamente la imagen de la funcién h(x) = In (%)







[Puntuacion maxima: 2 puntos]

2. La funcién h(z) se define asi: h(z) = z? + 3z + ¢ con ¢ € R. Se sabe que el nimero complejo

z = p + 3i con p € R satisface la ecuacion h(z) = 0.

a) Calcule algebraicamente el valor de p. (0,5 puntos)
b) Calcule algebraicamente el valor de c. (0,5 puntos)
Ahora queremos resolver la ecuacién z3 — 1 =i

c) Obtener sus tres raices en el plano complejo en forma POLAR. (1 punto)







[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]
3. Resolver correctamente.

(a) Un jardinero quiere hacer un parterre en forma de sector circular y que tenga de perimetro
20 m. Calcula algebraicamente el radio r que debe tomar para lograr que el area del
parterre sea maxima.

<)

2
(b) Calcular algebraicamente la ecuacion general de recta tangente a la funcion f(x) = (ﬁ) ,

que sea paralelaalarectadx —y =1







[Puntuacion maxima: 2, puntos]
4.Dada la funcién f(x) = x% - (x3 —x — 1) + (x — 1)?
a) Determine algebraicamente la monotonia y los extremos relativos de la funcién f(x).(1 punto)

b) Estudia la curvatura y puntos de inflexion de la funcidn f(x). (1 punto)







[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

5. Dada la funcioén f(x) = vV 4x? — x*
(a) Determinar su dominio (0,5 puntos)
(b) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
fx)
X
en caso de no serlo, qué tipo de discontinuidad presenta. (1 punto)

(c) Estudiar la continuidad de la funcién g(x) = en x = 0 determinando si es continua o,
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS Y PROBLEMAS DEL CONTROL 12 DE MATEMATICAS |

[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]

1. a) Sea la funcién f(x) =vV2+x y g(x) =x—x2 Calcular el dominio de la funcién

composicién f o g. (0,75 puntos)

b) Calcula algebraicamente la imagen de la funcién h(x) = In (%)

(0,75 puntos)

Comenzamos con f ¢ g componiendo en el orden que se indica,
fogx)=f(x—x%)=+2+x— x?
Calculamos el dominio de la funcion, resolviendo
24x—x%22>0

Calculamos las raices del polinomio 2 + x — x?

2+x—x2:0 (=4 x:_li\/12_4(_1)2:_1i—\/§:

2-(=1) —2
_T1+3_
:_1i3: X1 = ) —
-2 -1-3
2 —_ 2
Xy 5 +

Realizamos intervalos y semirrectas con los valores anteriores y estudiamos el signo del polinomio
en dichas regiones,

Intervalos/semirrectas | Valor de prueba —(x+1) - (x—2) Positiva/negativa
(=00, —1] —2 )& E==0) Negativo
[-1,+2] 0 (=) () (=) =(+) Positivo
[+2, +0) +3 G HGHGEIG) Negativo

Por lo tanto, el dominio de la funcidn es,

Dom(f) = [-1,2]

b) Calcula la imagen de la funcién h(x) = In (Z—X)

x—1

Calculamos la funcién inversa h™1(y),

2 2
len(y—yl) (:)ex=y—_yl e efy—ef=2y © yl*-2)=e¢ o

12



Por lo tanto,
X

h=1(x) = pram

Como la imagen de la funcién h(x) es el dominio de la funcién h™1(x), entonces, calculamos
dicho dominio anulando el denominador,

eX—2=0 © e*=2 & x=In(2)

En ese caso,

Im(h) = R—{In(2)}
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[Puntuacion maxima: 2 puntos]

2. La funcién h(z) se define asi: h(z) = z? + 3z + ¢ con ¢ € R. Se sabe que el nimero complejo

z = p + 3i con p € R satisface la ecuacion h(z) = 0.
a) Calcule algebraicamente el valor de p.

b) Calcule algebraicamente el valor de c.

Ahora queremos resolver la ecuacién z3 — 1 =i

c) Obtener sus tres raices en el plano complejo en forma POLAR.

(0,5 puntos)

(0,5 puntos)

(1 punto)

a) Calcule algebraicamente el valor de p.

(0,5 puntos)

Como la ecuacion tiene coeficientes reales, si z = p + 3i es una raiz de la ecuacion entonces

zZ'=p—3i
También es una raiz del polinomio. Por tanto, la factorizacion del polinomio es,
h(z) = (z—(p=30))-(z—(p+30)

Operando en la factorizacion de h(z) tendremos que

) =((z=p)+30) (z—p)=3i) =(z—-p)?—-9%=22—-2pz+p’+9 &

Por lo tanto, como el coeficiente de grado 1 de h(z) tiene que ser el mismo tanto en la

expresion de h(z) como en su factorizacion desarrollada tendremos que,

3
~2p=3 & p=-5=-15

b) Calcule algebraicamente el valor de c.

Utilizando el valor de p del apartado anterior obtenemos el valor de c,

, 3 45
c=p +9=(—§) +9=_+9=T=11’25

c) Obtener las tres raices de z3 — 1 = i en el plano complejo en forma cartesiana.

Despejamos z segun,

3-1=i & z23=1+i & z=V1+i

(0,5 puntos)

(1 punto)
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Pasamos a forma polar al complejow =1 + i.

e Modulo: |w| =V12+12=+/2

e Argumento Arg(w) = arctan G) = 45°

En tal caso,

- 3 1/3 3
z=3V1+i= \/5450 = (\/54504_3600,,{) = ,/ V2 4504360k = V2 as01360%k

3 3

Las soluciones en forma polar son,

e Sik=0, Zy = %45‘4360"»0 = wlS"

3

e Sik=1, Zy = %45‘4360"»1 = %1350

3
o Sik= 2, Zy = W45°+360°~2 = w255o
3

En forma bindmica las soluciones quedaran de la forma,

o Sik=0,2y= 25 =2 (cos(15°) + i - sen(15°)) = 1,084 + 0,2905i

o Sik=1,2 =235 = VY2 (cos(135°) + i - sen(135°)) = =0,7937 + 0,7937i
o Sik=22,="/2,55 =2 (cos(255°) +i - sen(255°)) = —0,2905 — 1,0842i
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]
3. Resolver correctamente.

(a) Un jardinero quiere hacer un parterre en forma de sector circular y que tenga de perimetro
20 m. Calcula algebraicamente el radio r que debe tomar para lograr que el area del
parterre sea maxima.

<)

2
(b) Calcular algebraicamente la ecuacion general de recta tangente a la funcion f(x) = (ﬁ) ,

que sea paralelaalarectadx —y =1

(a) Un jardinero quiere hacer un parterre en forma de sector circular y que tenga de perimetro
20 m. Calcula algebraicamente el radio  que debe tomar para lograr que el area del
parterre sea maxima.

El area A(r, a) del parterre viene dada por la siguiente regla de tres,

Angulo o Area
2 2
. 2 a-mr a-r
2w radianes © r e Alr,a) = =
21 2
a o A(r,a)

La relacion que existe entre el radio 1, la longitud de arco a y el angulo «a es,

Angulo & Longitud de arco
2nra
2w radianes < 2nr S a= =ra
21
a o a
Como el perimetro del parterre mide 20 m entonces,

20 —2r
r

2r+a=20 & 2r+ra=20 & a=
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En ese caso, la funcion area a maximizar se puede reescribir como,

2 o a0)o (—Zo;jr).rz

a-r
Ar,a) = =10r —r?

Calculamos su derivada
A(r)=10-2r
lgualamos a cero y resolvemos la ecuacion resultante, para calcular sus posibles extremos
relativos,
Ar)=0 & 10—-2r=0 © r=5m
Para comprobar que es un maximo, sustituimos el valor en la segunda derivada y vemos si es
menor que cero,
A'r)=-2 = A”(5)=-2<0

Por lo tanto, el radio del parterre de maxima area mider = 5m

2
(b) Calcular algebraicamente la ecuacion general de recta tangente a la funcion f(x) = (Fxl) ,

que sea paralelaalarecta4x—y =1

La ecuacion de la recta tangente a f (x) en x = a viene dada por,

y—fla)=f(a) (x—a)
Como un vector director de la recta 4x—y =1 es ¥, = (v3,V,) = (1,4), entonces su

pendiente es

v, 4
m:—:—:4
12 1

Calculamos ahora la funcién derivada f (x) para x # —1,

x )1.1~(x+1)—x~1: ( X ) 1 2x

f’(x)=2-(x+1 (x+1)2 x+1 -

(x+1)?2 (x+1)3
En ese caso, la derivada debe coincidir con la pendiente de la recta. Por ello, resolvemos la

ecuacién que resulta de igualar la derivada con la pendiente:
2x 3 3 2
(x-l-—1)3=4 e 2x=4-(x+1)° © x=2-(x>+3x“+3x+1) &
e 2x3+6x2+5x+2=0
Resolvemos la ecuacidn resultante,

+2 +6 +5 42

—2 -4 —4 -2

[+2 +2 +1 o0
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Por tanto, una solucién es x = —2 y la ecuacidn no tiene mas soluciones ya que el discriminante
de la ecuacion

x> +2x+1=0
es negativo.

En tal caso, para x = —2 tendremos que la recta tangente es paralela a la recta. Calculamos

f(=2).

—2 \2 —2\2
f=2) —-2+1 -1
La ecuacion de la recta tangente de la funcién f(x) paralela a la recta dada es,

y=f(=2)=f(-2)-(x+2) & y—4=4-(x+2) & y=4x+12
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[Puntuacion maxima: 2, puntos]

4.Dada la funcién f(x) = x% - (x3 —x—1) + (x — 1)?

a) Determine algebraicamente la monotonia y los extremos relativos de la funcién f(x).(1 punto)
(1 punto)

b) Estudia la curvatura y puntos de inflexion de la funcién f(x).

a) Estudiar la monotonia y los extremos relativos de la funcion f(x).

Como
f)=x?- (3 —x—D+x—-1D2=x>—23—-x?+x2-2x+1=x"—x3-2x+1
Calculamos los extremos relativos de la funcion simplificada, igualando a cero la primera derivada y

resolviendo. La funcién derivada de la funcién es,
f)=x>-x3-2x+1 & f'(x)=5x*—-3x2-2

En ese caso
+3+v9+40 +3+49
f(x)=0@ 5x4—3x2—2=0@x2= _10 @x2= —10 o

x2=1 & x=+1

+3+7
2 _

o x?= S ) .,
10 X ="z < No tiene solucion

En tal caso, creando las semirrectas e intervalos a partir de los valores anteriores al que unimos el

valor de no - dominio,

) )
-1 +1
Estudiamos el signo de la primera derivada
. Valor de N ed a2 éf (x) es creciente o

Intervalo/semirrecta orueba f'(x) =5x*—3x°—2 decreciente?

(—o0,-1) x = -2 f(=2)=80—-12-2>0 Creciente
(-1,+1) x=0 f(0)=-2<0 Decreciente
(+1,+0) x =3 f(3)=405-27-2>0 Creciente

Por lo tanto, f(x) es creciente en (—o0,—1) U (41, +00), es decreciente en (—1,+1), tiene un

maximo relativo en (—1,3) y un minimo relativo en (1, —1).
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b) Estudia la curvatura y puntos de inflexion de la funcién f(x).

Calculamos los puntos de inflexion de la funcion igualando a cero la segunda derivada vy

resolviendo. La funcién derivada segunda de la funcién es,
f=x"-x3-2x+1 & f(x)=5x*-3x>-2 & f"(x)=20x3—6x

En ese caso
f)=0 & 20x*—6x=0 & 2x(10x*-3)=0 & { , 3 3

En tal caso, creando las semirrectas e intervalos a partir de los valores anteriores al que unimos el

valor de no dominio,

[ ] [ ] [ ]
1 | 1
0
3 . 3
—. |10 10

Estudiamos el signo de la segunda derivada

i Valor de Y 2 ¢f(x) es concava(U) o
Intervalo/semirrecta orueba f(x)=2x(10x>—3) convexa (n)?
iy S i x = —100 (=) (+) = (=) <0 Cdéncava con ramas
© 10 - ' hacia abajo (N)
_ i 0 x =—01 (=) (=) =(+)>0 Cdncava con ramas
10’ - N hacia arriba (U)
0 + i — 401 +)-(=)=(=) <0 Concava con ramas
" .10 =T - hacia abajo (N)
’ 3 Céncava con ramas
+ 10’ oo x =100 ) #H)=H#)>0 hacia arriba (U)

. . : f 3 , 3 ,
Por lo tanto, f(x) es cédncava con ramas hacia arriba en <— E’O> V) <+ o +00>, es concava

con ramas hacia abajo en <—00, —\/1?—0> U <0, +\/%>, tiene puntos de inflexién en (—\/%, 2,2105)
’ (071) y <\/%i _OJ21O47>I
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

5. Dada la funcioén f(x) = vV 4x? — x*
(a) Determinar su dominio (0,5 puntos)
(b) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)
fx)
X
en caso de no serlo, qué tipo de discontinuidad presenta. (1 punto)

(c) Estudiar la continuidad de la funcién g(x) = en x = 0 determinando si es continua o,

(a) Determinar su dominio.
El dominio de la funcidn es el conjunto de valores reales que verifican que,

4x2 —x* >0 © x> (4—-x)=20 © 4—x*>20 © x€[-2,+2]

(b) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Calculamos los extremos relativos de la funcion simplificada, igualando a cero la primera

derivada y resolviendo. La funcién derivada de la funcién es,

1 4x — 2x3
f)==-(4x?2—x")V2.8x—4x%) © f(x)=—m——
2 4x2 — x*
En ese caso
4x — 2x3
f) =0 ———=0 4x—-2x3=0e 2x-2-x)=0 &
4x2 — x*

{x2=2 e x=+V2
2x=0 © x=0

En tal caso, creando las semirrectas e intervalos a partir de los valores anteriores al que unimos

el valor de no dominio,

-VE 0 +V2_

Estudiamos el signo de la primera derivada

Intervalo/semirrecta fx) = 22 42 : ii) df(ﬁlffegsﬁiti?te ’
[-2,-v2) % = (+) Creciente
(—/2,0) % = (=) Decreciente
(0,v2) % = () Creciente
(+v2,+2] % = (+) Decreciente
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Por lo tanto, f(x) es creciente en [—2, —\/?) U (0,\/?), es decreciente en (—V2,0) U (+\/§, +2],

tiene maximos relativos en (—\/Z 2)y (+\/§, 2) . Tiene un minimo relativo en (0,0).

(c) Estudiar la continuidad de la funcién g(x) = % en x = 0 determinando si es continua o, en

caso de no serlo, qué tipo de discontinuidad presenta.

Calculamos los limites laterales de f(x) en x = 0.

o f) oV 4x? —x* vV 4x?—x* W x%2-(4—x?)
lim = lim —— = lim ——— = lim =
x-0" X x =0~ X x -0t —X x -0t —X
X (4 —x?)

= Jim, ———= = lim, -/ =x9) = -2

x vV 4x? — x4 A x% (4 — x? x4 (4—x2
lim f()=lim—=lim ( )=hm¥=
x -0t X x -0t X x -0t X x -0t X

= i — 22)) =

—xh_)n(}+ (\/ (4—x ))—+2

Como existen los limites laterales pero

lim f& # lim f&)
x-0" X x-0t Xx

entonces la funcién presenta discontinuidad de salto finito.
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