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INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

Escriba su nombre y apellidos en-las casillas de arriba.

No abrala prueba hasta que se loautoricen

En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a todas las preguntas. Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta todas las respuestas numeéricas deberdn ser exactas o
aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede pedir hojas de examen para la realizacién de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede anexar una
hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa, ponga su nombre y
apellidos y el nimero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuaciéon maxima para esta prueba es de 11 puntos.

En la calificaciéon de cada problema o ejercicio se tendra en cuenta tanto la correccidn de los calculos, como la
presentacién y explicacidon correcta y ordenada de los argumentos, razonamientos y teoremas aplicados al
efecto.

No se valoraran aquellas soluciones aportadas que no muestren un razonamiento del que se derivan.

Se tendra en cuenta el formato, el orden, la presentacidn y limpieza con que se presentan los argumentos, como
los célculos y las soluciones.

Se descontara parte de la puntuacién en aquellos ejercicios y problemas en los que no se sefiale explicitamente

como solucidén, los resultados a los que se llega.



No se otorgard necesariamente la maxima puntuaciéon a una respuesta correcta que no esté
acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse alguna puntuacion, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION UNICA

[Puntuacion maxima: 3 puntos]

1. Para la funcién f(x) = Vx? + 3x, se pide,

a) Determinar su dominio y estudiar su paridad. (0,5 + 0,25 puntos)
b) Calcular algebraicamente los siguientes limites, (1 punto)
b1y lim L2 b2) lim (f()+x)

X — —00 X
c) Calcular algebraicamente las ecuaciones de las dos rectas tangentes a f(x) que son

perpendiculares a larecta 4x + 5y = 3. (1,25 puntos)










[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2. Se sabe que la concentraciéon de un farmaco en sangre, medida en miligramos por litro (mg/l),

viene dada por la funcion:

90 =777

donde t es el tiempo transcurrido en horas desde la administracion del farmaco (t = 0).

a) Determina los intervalos de tiempo en los que la concentracidon estd aumentando y en los

gue esta disminuyendo. (1,5 puntos)
b) Determina en qué instante de tiempo la concentracion es maxima. (0, 25 puntos)
c¢) ¢Cual es el valor de dicha concentracion maxima? (0,25 puntos)

d) ¢Qué ocurre con la concentracidon del fdrmaco en sangre en los pacientes que toman el

farmaco cuando pasa mucho tiempo? Razona tu respuesta algebraicamente. (0,5 puntos)







[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

3. Se Considera la funcion a trozos siguiente:

( x*-1 <1
—_— six
| x2+x-2
h(x)={ ax*+b sil<x<?2
x? — 2x 5 <
—_— si x
Vx2—-3-1
(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros ay b para que la funcion h(x) sea
continuaenx =1lyenx = 2. (1,5 puntos)
(b) Calcula algebraicamente las asintotas de la funcion h(x). (1 punto)










[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]
4. Se considera la funcidn real de variable real
X

f(x):x2+3

Calcule sus puntos de inflexion y determine la curvatura de la funcién.
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[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]

5. Se desea construir una caja de base rectangular de 9 litros de volumen de tal modo que una
arista de la base sea el doble que la otra. Determinar las longitudes de las dimensiones de la caja
para que el area total de sus seis caras sea minima. ¢Cudl es esa superficie total minima?

Recuerda que en 1 dm? cabe 1 litro.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL CONTROL N211 DE
MATEMATICAS | /ANALISIS Y ENFOQUES

[Puntuacion maxima: 3 puntos]

1. Para la funcién f(x) = Vx? + 3x, se pide,

a) Determinar su dominio y estudiar su paridad. (0,5 + 0,25 puntos)
b) Calcular algebraicamente los siguientes limites, (1 punto)
p1) tim L b2) lim_(f(x) +x)

X — —00 X
c) Calcular algebraicamente las ecuaciones de las dos rectas tangentes a f(x) que son

perpendiculares a la recta 4x + 5y = 3. (1,25 puntos)

a) Determinar su dominio y estudiar su paridad.
El dominio estard formado por los valores x € R tales que,
x2+3x >0
Como,

x =10

2 _ . _
*4+3x=0 & x-(x+3)=0 o {x+3=0 S

Si estudiamos el signo del polinomio en los intervalos/semirrectas en que se divide la recta real

mediante los valores encontrados obtenemos,

Intervalo/semirrecta | signo [x - (x +3)] | ;x%+ 3x > 0?
(=, -3) =)-E==H Si
(=3,0) E)-H=0E) No
(0, +0) H)-(+H =) Si

Por lo tanto, el dominio de la funcion es,
Dom(f) = (—o0,—3] U [0, +0)
Comprobamos ahora si la funcidn presenta simetria par probando si

f(=x) = f(x) Vx e Dom(f)

En este caso,

F(=x) =/(=0)2 +3 - (=x) =/x2 = 3x % f(x) , Vx € Dom(f)

Por tanto, no presenta simetria par.
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Comprobamos ahora si la funcidn es impar probando si

f(=x) = =f(x) Vxe&Dom(f)

Como,

f(=x) = /x2_3x¢—f(x) , Vx € Dom(f)

tampoco presenta simetria impar.

b) Calcular algebraicamente los siguientes limites,

p1) lim 1 b2) lim (f(x)+ )

x—-> -0 X

R LG N e A R GO UL
b1) lim —= lim ——— = [lim — = lim = lim —=
xX—> -0 X X — —00 X xX—>—-0 X X — +o0o —X X - +oo —X
x
= lim —=-1
x> +oo —X
o — OO0
b2) Ilim (f(x)+x)= Llim ( x2+3x+x) = liT (\/(—x)2+3-(—x)+(—x))=
X > — 0 X —> — 00 X — + ©

(Vx2=3x —x)- (Va2 = 3x+x) _

= lim (\/x2—3x—x)= lim

SLU SN (Va2 = 3x + )
’ (Vx2—3x)2—x2 . x% - 3x — x? A —3x QU
= lim = lim = lim =
X =+ (Vx2—3x+x) x—’+°°(\/x2—3x+x) x—’+°°(\/x2—3x+x)
_ —3x _ 5 —3x _ —3x_ 3
_x—fnnw(\/x2+x)_x—fr+noo(x+x)_x—ETOO 2x B 2

c) Calcular algebraicamente las ecuaciones de las dos rectas tangentes a f(x) que son

perpendiculares alarecta 4x + 5y =1

Un vector normal de la recta 4x + 5y = 3 es . = (nqy,n,) = (4,5) . Dicho vector es director

de cualquier recta perpendicular a la recta dada. Su pendiente vendra dada por,

_n2_5

n, 4

Igualaremos la pendiente de la recta tangente al valor anterior. Como la pendiente de la recta
tangente viene dada por f“(x), calcularemos la funcion derivada de la funcion f(x) sobre su

dominio,

fx) =vx2+3x = (x?+30)Y? = f'(x)=%-(x2+3x)1/2‘1-(2x+3):
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1 2x + 3
- (430 Qx4+ 3) =
2 2v/x2 + 3x

Igualamos la funcidén derivada con la pendiente de la recta perpendicular a la recta dada,

5 2-x+3 5 2:-x+3 5
W= & —/—/m/———=— ©& ——=— & 4x+6=5-+x2+3x
f 4 2Vx2+3x 4 Vx2+3x 2

Elevamos al cuadrado,

2
(4x+6)2=(5-\/x2+3x) & 16x? +36+48x = 25x2 + 75x ©

o 9x2427x—-36=0 © x*43x—-4=0 &

_ —3+(-3)?-4-1-(-4) -3+V9+16 —-3+V25 -3+5

(=1
X 2.1 2 2 2
={x=+1
x=—4

En ese caso, la ecuacidn de la recta tangentea f(x) enx = 1 es

222 (1) X 51
| I Y, A = = — -t __ o —_-—
Y la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = —4 es

5 5x 5x
y—2=Z-(x+4) S y=T+5+2 S y=T+7
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2. Se sabe que la concentraciéon de un farmaco en sangre, medida en miligramos por litro (mg/l),

viene dada por la funcion:

90 =777

dondet es el tiempo transcurrido en horas desde la administracién del farmaco (t = 0).

a) Determina los intervalos de tiempo en los que la concentracidon estd aumentando y en los

gue esta disminuyendo. (1,5 puntos)
b) Determina en qué instante de tiempo la concentracion es maxima. (0, 25 puntos)
c¢) ¢Cual es el valor de dicha concentracion maxima? (0,25 puntos)

d) ¢{Qué ocurre con la concentracidon del fdrmaco en sangre en los pacientes que toman el

farmaco cuando pasa mucho tiempo? Razona tu respuesta algebraicamente. (0,5 puntos)

a) Determina los intervalos de tiempo en los que la concentracion esta aumentando y en los que

esta disminuyendo.

El dominio de la funcién racional es R, toda vez que su denominador no se anula para ningln
valor real.
La funcién-es continua en-su . dominio. Calculamos el maximo absoluto-de-la-funcién a partir de
la funcion derivada,
1-(t2+4)—t-(2t) t2+4—2t? 4 —t?

(£2 + 4)2 GEDGED:

Igualamos a cero la derivada y resolvemos,

g(®)=

4 —t?
(t? + 4)2

Estudiamos el signo de la derivada en los intervalos/semirrectas en que se divide el dominio en

gt)=0 & =0 © 4-t?=0 © t=4%2

la recta real mediante los valores encontrados obtenemos,

Intervalo/semirrecta | signo 2 -(i-t?-li 22)2_ 2 g(t)es,
(0,+2) % =(+) creciente
(+2, +00) —(+z_;_§_) =(-) decreciente

Por tanto, la concentracion del farmaco en sangre crece entre las 0 horas y las 2 horas y

decrece de las 2 horas en adelante.
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b) Determina en qué instante de tiempo la concentracion es maxima.

Por lo tanto, la funcién presenta un maximo absoluto ent = 2 horas.

c) éCual es el valor de dicha concentracion maxima?

D=t e 2 % 025 mg/l
V) = Ty T a4 g 0™

d) éQué ocurre con la concentracion del farmaco en sangre en los pacientes que toman el

farmaco cuando pasa mucho tiempo? Razona tu respuesta algebraicamente.

Para responder a la pregunta, haremos el limite de la funcién cuando el tiempo aumenta

indefinidamente,

tEng(t)ztEm = lim == lim =0

o0 /oo ¢ 1
+oot? + 4 totot?  totoo t

En conclusion, la concentracion del farmaco en sangre tiende a ser 0 mg/1
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

3. Se Considera la funcion a trozos siguiente:

( x*-1 <1
—_— six
| x2+x-2
h(x)={ ax*+b sil<x<?2
x? — 2x 5 <
—_ si x
Vx2—-3-1
(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros ay b para que la funcion h(x) sea
continuaenx =1lyenx = 2. (1,5 puntos)
(b) Calcula algebraicamente las asintotas de la funcion h(x). (1 punto)

(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros a y b para que la funcién h(x)sea
continuaenx = 1lyenx = 2.

e Para que la funcién sea continua en x = 1 debe suceder que,

lim h(x) = lim h(x) = h(1)

x -1~ x -1t
Forzamos a que esto ocurra. Calculamos los limites laterales y la.imagen de la funcién en la
abcisax =1,

O #—de 00 (1) (x—=1) o (1) 2
A s e Axe? T NG ORGEDA G 1 2) 3

- — . 2 i
xh_)r{l+ h(x) = xh_)rr11+(ax +b)=a+b

h(1)=a-1°+b=a+b
Para que h(x) sea continua en x = 1, igualamos los tres valores anteriores obteniendo la

condicidn siguiente,

. ) 2
xll_)nll_ h(x) = xh—>n11+ h(x)=h(1) & a+b= 3

e Para que la funcidn sea continua en x = 2 debe suceder que,

lim h(x) = lim h(x) = h(1)
x -2~ x -2+
Forzamos a que esto ocurra.

Calculamos los limites laterales y la imagen de la funcidn en la abcisa x = 2.

lim h(x) = lim (ax?+b)=4a+b
X —-2” x =27
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_ _ x2—2x 0/0 (x2—2x)- (Vx2 =3 +1)
xll_gl+ h(x) = lim =

T3 1 A (Vo3—-1) (V=34 1)
. (x?-2x)-(Vx*—3+1) _ i x-(x-2)-(Vx2-3+1)

T (m)z_lz x >2+ x%—4
_ x-(x—2)-(\/x2—3+1)_1_ x-(Vx2-3+1) 4
TaorT x+2)-(x-2) T (x+2) — 4

h(2)=a-22+b=4a+b

Para que g(x) sea continua en x = 2, igualamos los tres valores anteriores obteniendo la
condicidn siguiente,

lim h(x) = lim h(x) =h(2) © 4a+b=1
x -2~ x -2t
Resolvemos el sistema que hemos obtenido al juntar las dos condiciones,

a+b=2/3}
da+b =1

Al restar ambas ecuaciones obtenemos,

La funcién h(x) es continuaenx =1yx =2siysolosia=1/9yb =5/9.

(b) Para los valores de los parametros encontrados en el apartado (a), calcula algebraicamente

las asintotas de la funcién g(x).

Si la funcién es continua en x = 1 y en x = 2 entonces de tener asintotas verticales, podrian
presentarse, por una parte, para aquellos valores por debajo de 1en los que el denominador se

anule,

1412 —4-1-(-2) -1+Vi+8 _

X’+x-2=0 & x=

2-1 2
_-1449 143y =2
2 2 _{x:+1

19




Como —2 € (—,1) y +1 ¢ (—, 1), la funcién tiene una asintota vertical en x = —2 donde,

lim hG)= lim L - lim A= lim ()=
x—}rzlz— (x)_x—}rzlz—x2+x—2_+oo ’ x—}rP2+ (x)_xlrflf x2+x—-2) ®

Por otra parte, podrian presentarse asintotas verticales para valores por encima de 2 en los que el

denominador se anule,

Jx2—=3-1=0 © Jx2-3=1 & x*-3=1 © x*’=4 & x=42
Como—2 ¢ (2,+)y+2 & (2,+) no hay asintotas oblicuas en valores por encima de 2.
Estudiamos las asintotas horizontal u oblicua, en su tendencia hacia —o0. Como,

x2—1 0/ x2
Jim b = lim e = lim =1

Entonces la funcidn tiene asintota horizontal en y = 1 en su tendencia hacia —.

Estudiamos las asintotas horizontal u oblicua, en su tendencia hacia +o. Como,

x2 — 2x o0 /oo x2
lim hA(x) = lim —— = lim —= lim x = 4o
X5 too (x) x—>+oom_1 X >+ X X 5400

Entonces no tiene asintota horizontal.

Estudiamos si existe una asintota oblicua de la forma y = mx + n, en su tendencia hacia 4+, con,

. hx) .
m= lim — , n= lim (h(x) —mx)
X—>+c0 X X — 400
En ese caso,
2.2
I h(x) | zz_;il 00/ 00 i x? - 2x x-(x—2)
m = m —= = 1m =
x—+00 X X - 400 X x>+ 5 (1/x2—3—1) x >+00 x (m—l)
x—2 ©/®
= lim = lim —= lim —=1

_ tim (h _ x? —2x _ x?=2x—x-Vx?—=3+x\ _
n=lm @ -mag= tm s o1 F) = I —3 -1 -

(xz—x—\/x4—3x2>(°°__°°)/°° i (xz—x—\/x4—3x2)-(xz—x+\/x4—3x2)_
VxZ -3 -1 S e (VaZ=3-1) (k2 - x + Ve = 3x7))

= lim
X —> 400

o (2 —x)? — (Va* —3x2) _
=t (VxZ =3 — 1) - ((x? —x +VaF = 3x7))
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x* 4+ x% — 2x3 — x* 4+ 3x2

= lim
2 (Va2 =3 1) - (62 — x +Va" = 327))

—2x3 + 4x? —2x°

= lim = lim
ore (V=3 -1) (2 - x +VaT=3x7))  F7H (Va2) - ((x2 +VxT))

_ —2x3 o =23
lim

———= lim ——=-1
x>+ x - (2x%2) x>+ 2x3

Por lo tanto, tiene una asintota oblicua en y = x — 1 en su tendencia hacia +o.
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[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]
4.Se considera la funcion real de variable real
X

f(x):x2+3

calcule sus puntos de inflexion y determine la curvatura de la funcién.

El dominio de la funcidn es el conjunto de valores reales que no cumplen que,
x2+3=0 & x=+/-3¢R
Por tanto, el dominio de la funcidn es,
Dom(f) =R
Para calcular los puntos de inflexién y la curvatura de la funcién, estudiaremos el signo de f""(x).
Calculamos f’(x) sobre su dominio y simplificamos,
1-(x24+3)—x-2x x*>+3-—2x? 3 —x?
x2+3)2  (x2+3)2 (% +3)?
Calculamos f”"(x) sobre su dominio y simplificamos,

=y (4 3) 2= (3 =x2) 2 (P 3)2x
[ G2 +3)! =

f(x) =

_ —2x-(*+3)=(3—x")-2-2x  —2x° —6x—12x +4x>  2x* —18x

(x2+3)3 - (x?+3)3 T (x2+3)3
Igualamos a cero f""(x) y resolvemos la ecuacion obteniendo los posibles puntos de inflexidn.
. 2x3 —18x 7 ) x=-=3
f7x)=0 Wzo & 2x3-18x=0 & 2x:(x2=9)=0 (:)j;:-l_g

Estudiamos el signo de f'(x) a partir de los intervalos y semirrectas en que se divide el dominio

de la funcién mediante los valores anteriores,

Intervalos/semirrectas | Signo (f*(x)) = Signo (zx ' (JZ,; ‘?3;)(5 - 3)) La funcién £ (x) es ...
s
e
I e
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En ese caso, concluimos que,
e f(x) es concava con ramas hacia arriba(céncava U ) para x € (—3,0) U (+3, +0)
e f(x) es concava con ramas hacia abajo (convexa N ) para x € (—o,—3) U (0, +3)

e f(x) tiene tres puntos de inflexion en
-3 1
== (25~ (-3)

P, = (0,£(0)) = (0%) = (0,0)

1

Py = (+3,f(+3)) = (+3,13—2) - (3,1)
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[Puntuacion maxima: 1,5 puntos]

5. Se desea construir una caja de base rectangular de 9 litros de volumen de tal modo que una
arista de la base sea el doble que la otra. Determinar las longitudes de las dimensiones de la caja
para que el area total de sus seis caras sea minima. ¢Cudl es esa superficie total minima?

Recuerda que en 1 dm? cabe 1 litro.

Consideramos el paralelogramo con base el

L
L
LR H-- rectangulo de dimensiones x dm de anchoy 2x dm

I de largo en el que la altura mide y dm.

La relacidn que existe entre la altura y el ancho viene determinada por su volumen

9=2x-x-y © 9=2x2y

La funcidn a minimizar es la superficie total de sus caras, que es,
SC,y)=2-Qxy)+2-2x>)+2-(xy) © S(x,y)=4x?+ 6xy

Por lo tanto, como

9
Y= o2
la funcidn objetivo se puede simplificar a,
5 9 B 7]
S(x) = 4x +6x-ﬁ & S(x) =4x +7
Si derivamos para calcular el maximo,
27
S,(X) = 8x — —
x
Igualamos a cero la derivada y resolvemos la ecuacidn, obteniendo el posible maximo de la
funcioén,
) 27 8x3 — 27 5
Sx)=0 & 8x—-—=0 & ———=0 & 8x°-27=0 &
X X
327

e 8x2=27 © = |—===15d
x x 5 =3 m

Comprobamos que ese valor es el que hace la superficie maxima. Como

B 54
S (x)=8+—3
X

Y si sustituimos x = 1,5 en S”(x) obtenemos valor negativo,
54

S (1,5)=8+W<0
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entonces x = 1,5 dm es un maximo de la funcién para el cudl, la longitud del largo de la base es
2-1,5dm = 3dm

y la altura de la caja mide

9 9 9 9
y = = =2dm

2x2  2-152  2-225 45

La superficie total minima medira:

27
S(1,5) =4-1,52 +E =9dm? + 18 dm? = 27 dm?
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