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INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

Escriba su nombre y apellidos en las casillas de arriba.

No abra la prueba hasta que se lo autoricen

En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a todas las preguntas. Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta todas las respuestas numéricas deberdn ser exactas o
aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede pedir hojas de examen para la realizacion de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede anexar una
hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa, ponga su nhombre y
apellidos y el nUmero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuacién maxima para esta prueba es de 10 puntos.

En la calificacion de cada problema o ejercicio se tendra en cuenta tanto la correccién de los calculos, como la
presentacién y explicacion correcta y ordenada de los argumentos, razonamientos y teoremas aplicados al
efecto.

No se valoraran aquellas soluciones aportadas que no muestren un razonamiento del que se derivan.

Se tendra en cuenta el formato, el orden, la presentacién y limpieza con que se presentan los argumentos, como
los cdlculos y las soluciones.

Se descontara parte de la puntuacién en aquellos ejercicios y problemas en los que no se sefiale explicitamente

como solucidn, los resultados a los que se llega.



No se otorgard necesariamente la maxima puntuacidon a una respuesta correcta que no esté
acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse alguna puntuacioén, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION UNICA
[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

1. Clasifica las indeterminaciones de los siguientes limites y calculalos algebraicamente,

a) lim ( x2+2x+x)

X = —00

1

by tim (——=)"
) xl—I>n2(x+2>







[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2. Dada la funcion real de variable real

(Vx+3—2 _
| ————  six<1
x—1
gx) = ax + b sil<x<3
x2 -9 3o
——3 si x

(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros ay b para que la funcion g(x) sea

continuaenx =1yenx = 3. (1,5 puntos)

Supongamos que has encontrado los valores de los pardmetros a y b para que la funcién g(x)

sea continuaenx = 1yenx = 3. En ese caso,
(b) Determina Dom(g). (0,5 puntos)

(c) Calcula algebraicamente las asintotas de la funcién g(x). (0,5 puntos)










[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]
3.Se considera el polinomio con coeficientes complejos:
p(z) =23+ (—6+50)z%> + (9 — 24i)z + 18 + 13i
a) Calcule a, b, c € Cparaquep(z) = (z+1) - (az? + bz + ¢), para todo z € C. (1 punto)

b) Resuelva la ecuacién p(z) = 0. (1,5 puntos)







[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2_
4. Dada la funcion f(x) = %
(a) Determina el dominio de la funcién. (0,25 puntos)
(b) Estudia algebraicamente si la funcién es par o impar. (0,25 puntos)

(c) Teniendo en cuenta el dominio, reescribe la funcion f(x) como funcién a trozos lo mas

simplificada posible en cada uno de sus trozos. (0,75 puntos)
(d) Calcula algebraicamente los siguientes limites (0,5 puntos)
d) lim_fo  d2) lm fG)  d3) lim_f(o d4) lim £
(e) Justifica si la funcion f(x) presenta discontinuidad en x = —1 y en x = +1 determinando, de
ser asi, el tipo de discontinuidad. (0,25 puntos)
(f) Determina algebraicamente todas las asintotas de la funcion. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL CONTROL N210 DE
MATEMATICAS | /ANALISIS Y ENFOQUES

[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

1. Clasifica las indeterminaciones de los siguientes limites y calculalos algebraicamente,

a) lim ( x2+2x+x)

X > —©

1

b) i oy
) 1m(x+2>

x> 2

°-® Vx? (VxZ x Dy —
a) lim ( x2+2x+x) = lim (Va2 +2x +x) - (V2% + 2x x)=

%% x> o (Vx% + 2% — x)
2
. (Va2 +2x) —x? . x% + 2x — x* . 2x %0 /00
= lim = lim = lim =
e (i zri-x) oo (VaPiZx—x) *oow(Vit2x—x)
y 2x I 2x I 2x I 2x
= lim —— = lim —— = lim — = lim —=—
xoo (Va2 —x)  xo-e(xl=x) T xsce(-x—x)  xo-eo—2x
1 g
x— . 1 4 - 1 4—x—2 - 1 2—Xx
b) lim( 4 ) t eilinz(x—n'(m_l) = eggl_»mz(x—z)'( xt2 ) = e;}Lmz(x—z)'(m) =
x->2\x+ 2
llmﬂ Mo —1/4
= ex-2(x-2)(x+2) = ex-2x+2 = @
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2. Dada la funcion real de variable real

(Vx+3—2 _
| ————  six<1
x—1
gx) = ax + b sil<x<3
x2 -9 3o
——3 si x

(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros ay b para que la funcion g(x) sea

continuaenx =1yenx = 3. (1,5 puntos)

Supongamos que has encontrado los valores de los pardmetros a y b para que la funcién g(x)

sea continuaenx = 1yenx = 3. En ese caso,
(b) Determina Dom(g). (0,5 puntos)

(c) Calcula algebraicamente las asintotas de la funcién g(x). (0,5 puntos)

(a) Calcula algebraicamente los valores de los parametros a y b para que la funcién g(x)sea continua en
x=1yenx = 3.

e Para que la funcidén sea continua en x = 1 debe suceder que,

lim g(x) = lim g(x) =g(1)
x -1~ x -1t
Forzamos a que esto ocurra. Calculamos los limites laterales y la imagen de la funcién en la abcisa.

T 20/0 (T 7).
xli_)ql_g(x)z lim LBZ = 1 ( x+3 2) (\/x_+3+2)=

m
x-1m x—1 =1 (x—1)- (Vx+3+2)

R (R Nt SR x+3-4
Txo (x—1D)-(Vx+3+2) ol -1 (Vxt3+2)
(x—1) 1 1

= lim = lim ——— = —
=1 (x—1)-(Vx+3+2) *-1Vx+3+2 4
xll_)nllJrg(x) =x11_r)r11+(ax+b)=a+b

gl)=a-14+b=a+b
Para que g(x) sea continua en x = 1, igualamos los tres valores anteriores obteniendo la condicion

siguiente,

. . B 1
Jim g(x) = lim, g(x) =g(1) < a+b—z
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e Para que la funcidn sea continua en x = 3 debe suceder que,

lim_g(x) = lim _g(x) = g(1)
x -3~ x —-3%
Forzamos a que esto ocurra. Calculamos los limites laterales y la imagen de la funcidn en la abcisa.
lim g(x) = lim (ax+b)=a-3+b=3a+b
x-3" x =3~

I - 1 x2—9_1. x+3)-x=3) _ . L =6
xl—>1§l+g(x)_xl—>n31+ x—3 _x1—>n31+ (x—3) _x1—>n31+(x )=

g3)=a-3+b=3a+b
Para que g(x) sea continua en x = 3, igualamos los tres valores anteriores obteniendo la condicion
siguiente,
xli_)rr31_g(x) = xli_)rr31+g(x) =g(3) & 3a+b=6

Resolvemos el sistema que hemos obtenido al juntar las dos condiciones,

a+b= 1/4}
3a+b=6
Al restar ambas ecuaciones obtenemos,
23
20 =— & ag=——=2.875
4
Como a + b = 1/4 entonces,
b_l —p=] 23 21_2625
T A ey A

La funcion g(x) es continuaenx = 1yx = 3siysolosia =23/8yb =—21/8.

(b) Para los valores de los parametros encontrados en el apartado anterior, determina Dom(g).

Si la funcién es continua en x = 1 y en x = 3 entonces el Unico problema que puede tener la funcion, en
cuanto a dominio se refiere, se presenta en el trozo por debajo de 1 ya que, debe ocurrir que la raiz
cuadrada exista y eso solo puede suceder si
x+3=20 © x=-3
Por lo tanto,

Dom(g) = [—3,+)

(c) Para los valores de los parametros encontrados en el apartado (a), calcula algebraicamente las

asintotas de la funcion g(x).

La funcidn no puede tener asintotas verticales ya que en los valores que anulan los denominadores hay

continuidad.

14




Ademas, como el dominio de la funcion es
Dom(g) = [+3, +)
De existir asintotas horizontales u oblicuas, solo pueden ser en tendencia hacia +o0. En ese caso,

2 x2

X
lim g(x) = lim ———= lim —= lim x = 4o
X >+00 x—>4+0 X — 3 x —>+00 X X >+00
No tiene asintota horizontal.
Ademas, como,

(x2=9):(x—3)=(x+3)

Entonces, la funcidn presenta asintota horizontal en y = x + 3 en la tendencia hacia +oo.
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

3.Se considera el polinomio con coeficientes complejos:
p(z) =23+ (—6+50)z%> + (9 — 24i)z+ 18 + 13i
a) Calcule a, b, c € Cparaquep(z) = (z+1i) - (az? + bz + ¢), para todo z € C. (1 punto)

b) Resuelva la ecuacién p(z) = 0. (1,5 puntos)

a) Calculea,b,c € Cparaquep(z) = (z+1) - (az2 + bz + c), paratodo z € C.

Puesto que z = —i es raiz compleja del polinomio, procedemos a dividir el polinomio p(z) entre (z + i)
para asi obtener el polinomio az? + bz + c.

1 —6+5i 9-24i  18+13
i — i 4+ 6i —18—13i
|1 —6+4i 1318 0

Por lo tanto,

a=1, b=—-6+4i , c=13—-18i

b) Resuelva la ecuaciéon p(z) = 0.

Sabemos que una de las soluciones de la ecuacién es el complejo z = —i. Calculamos los otros dos
resolviendo la ecuacion,

z2+ (=6 +4i)z+ (13 =18i) =0

Aplicando la férmula de la ecuacidn de segundo grado,

L —(—6+4i) +/(-6+4))2—4-1-(13-18i) _
2-1
6—4i+V36—16—48i — 52+ 72 6 —4i +~—32 + 240
- 2-1 - 2 -
Calculamos las dos soluciones a + bi con a, b € R del radical complejo vV—8 + 6i segun,

3—-2ixVv-8+6i

V=8+6i=a+bi & —8+6i=(a+bi)> & —8+6i=a?—b?+ 2abi

Por tanto,

V=8+6i =V1I—-9+60 =+/12+ (3i)2+6i =+/(1+3i)2 = +(1+3i)

Otro modo de resolver la raiz seria:

—8=a2—b2} o 8=—a2+b2} N 8=—a2+(3/a)2} o 8a2=—a4+9}
6i = 2abi 3=ab b=3/a b=3/a

Resolvemos la ecuacién bicuadrada con el cambio t = a?

a*+8a*-9=0 © t?’48t—-9=0 & t=

—8+V64+36 —8+10 (t=_9
2 - 2 _{t=1
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Deshaciendo el cambio,

e Sit=—9 entonces a® = —9, cosa que es imposible ya que a € R.

e Sit=1 entoncesa’? =1 yenesecaso,a = +1
Y entonces,

e Sia=1,entonces b =3
e Sia =—1entonces b = -3 .

Por lo tanto, el radical tiene dos soluciones,

mvn-(1)

Y, en ese caso,

z=3-2i+V=B+6i={3 LI+ =24

i

3—-2i—1-3i=2-5i

En conclusidn, las raices del polinomio son

Z1=_i ) Z1=4+i ) 21=2_5i
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[Puntuacion maxima: 2,5 puntos]

2_
4. Dada la funcion f(x) = %
(a) Determina el dominio de la funcién. (0,25 puntos)
(b) Estudia algebraicamente si la funcién es par o impar. (0,25 puntos)

(c) Teniendo en cuenta el dominio, reescribe la funcion f(x) como funcién a trozos lo mas

simplificada posible en cada uno de sus trozos. (0,75 puntos)
(d) Calcula algebraicamente los siguientes limites (0,5 puntos)
d) lim_fo  d2) lm fG)  d3) lim_f(o d4) lim £
(e) Justifica si la funcion f(x) presenta discontinuidad en x = —1 y en x = +1 determinando, de
ser asi, el tipo de discontinuidad. (0,25 puntos)
(f) Determina algebraicamente todas las asintotas de la funcion. (0,5 puntos)

(a) Determina el dominio de la funcion.

El dominio de la funcién seran todos los valores reales para los que no se anula el denominador. Procedemos

a anular el denominador y resolvemos,

x|—1=0 {SixZO entonces — x—1=0 & x=1
Six <0 entonces —x—1=0 & x=-1

Por tanto, el dominio de la funcidn es,

Dom(f) = R —{-1,+1}

(b) Estudia algebraicamente si la funcion es par o impar.

La funcién sera par si

VxeR f(—x) = f(x)
SeaV x € R entonces,

(=02 =1 _ -1

Fe0) = e = e = ®

Por lo tanto, la funcidn presenta simetria par.

(c) Teniendo en cuenta el dominio, reescribe la funcién f(x) como funcién a trozos.
Si reescribimos a la funcién a trozos, tendremos que como,
x2—=1]=0 & x*-1=0 © x=+1

x| =0 & x=0
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Teniendo en cuenta que x = —1yx = 1 no son valores de dominio, la funcién queda del siguiente modo,

reescrita a trozos,

(x?—1 1
Dy —
E—] si x
1 —x? _ ; _
—X — st —1<x<0 i—)l( siSl—iC:x1<O
fG) =4 1-x% e f= —x—1 si0<x<1
71 St0<x<1 x+1 sil<x
x> -1 1<
— si x
(d) Calcula los siguientes limites,
d1) lim_f(x) dz) lim f(x) d3) lim_f(x) d4) lim f(x)
Calculamos dichos limites,
| ox-1 00 x4Dox-D
d1) xl_}rlll_f(x) - xl—}ryl— —x—1 xBIIl1— -(x+1) - xl—}IPr(l =2
| C1=x20/0 x4 ) e(x-1)
d2) xl—}ryl’ff(x) - xErPﬁ —x—1 B x—}IPl’r —-(x+1) - xl—}IPfr(X =l = -2

_+20/0 B (e
B T O iy e e L) (e O s

x> +1" x->+1- x—1 x> +1" x—1 x—-+1"

i) tim o tim Xt GEDG=D

) x—ll}-ll*'fx o x—1 T xobr x—1 EPEULT N

(e) Justifica si la funcién f(x) presenta discontinuidad en x = —1 y en x = +1 determinando, de ser asi, el
tipo de discontinuidad.
En x = —1, por el apartado anterior, tendremos que los limites laterales existen pero no son iguales por lo

gue hay una discontinuidad de salto finito.

En x = 41, por el apartado anterior, tendremos que los limites laterales existen pero no son iguales por lo

gue hay una discontinuidad de salto finito.
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(f) Determina algebraicamente todas las asintotas de la funcidn.

La funcién no tiene asintotas verticales por lo visto anteriormente

Como,

. . x2 —1 /oo . x2 .
lim f(x)= lim ——— = lim —= lim —x=+4o
X - —00 x—->—-0o—X—1 x - —oo —X X - —00
. NS Gk SCAc U
lim f(x)= lim = Ilim —= lim x=+4o
X — 400 X — 400 X—]_ X — 400 X X - +oo

No tiene asintotas horizontales.
En cuanto a las asintotas oblicuas tiene dos.

e Para la tendencia hacia —oo tenemos que como

-1 [-x-1]=—-x-1

entonces la funcién presenta una asintota oblicuay = —x — 1.

e Para la tendencia hacia +o tenemos que como

x*-1):x—-1

x+1
entonces la funcion presenta una asintota oblicua y

=x+ 1.
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