LA WiEB DiFL
(PROTEDEAMTES

lawebdelprofedemates.es

CUADERNILLO N2 8

Analisis y enfoques
Matematicas |

Entrega limite MIERCOLES, 27 de MAYO de 2026 (hora de inicio de clase)

NOMBRE:

APELLIDOS:

nstrucciones para los/as alumnos/as

Escriba su nombre y apellidos en las casillas de arriba.
En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a TODOS los ejercicios y problemas que se presentan en el cuadernillo.

Escriba sus respuestas en las hojas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en cada pregunta todas las respuestas numéricas deberan ser exactas
o aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede afiadir hojas para la realizacion de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede
anexar una hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa,
ponga su nombre y apellidos y el nimero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuacién mdaxima para esta prueba es de 10 puntos.

La entrega de este cuadernillo un dia después de la fecha limite de entrega supone la divisién del total
de la nota obtenida entre 2. Si se produce esta entrega 2 dias después de la fecha limite, se realizara la

divisiéon de la nota total entre 3 y asi sucesivamente. Es decir,

Nota def.= Notal total/(Dias de retraso + 1)
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No se otorgard necesariamente la maxima puntuaciéon a una respuesta correcta que no esté
acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse alguna puntuacion, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

[Puntuacion maxima. 3 puntos]
1. Una funcién real de variable real viene dada por la expresién analitica f (x) = x2—2x* +1
a) Determine el dominio de la funcién f(x). (0,25 puntos)
b) Determine algebraicamente los puntos de corte con los ejes de coordenadas. (0,5 puntos)
c) Analice la monotonia de la funcién f(x) mediante la funcién derivada, determinando
algebraicamente los intervalos/semirrectas de crecimiento y de decrecimiento.(0,75 puntos)
d) Calcule, si existen, los puntos de maximo y minimo relativo de la funcién f(x). (0,25 puntos)
e) Estudie algebraicamente, la curvatura de la funcion f(x). (0,75 puntos)
f) Calcule, si existen, los puntos de inflexién de f(x). (0,25 puntos)
g) Represente la funcion sobre unos ejes coordenados sefialando los puntos de corte con los
ejes de coordenadas, los puntos criticos, el punto de inflexion y las conclusiones del resto de

apartados respecto al dominioy la monotonia de la funcién. (0,25 puntos)










[Puntuacion maxima. 4 puntos]

2. Una funcidn real de variable real viene dada por la expresion analitica g(x) = =5

a) Determine el dominio de la funcién g(x). (0,25 puntos)
b) Determine algebraicamente los puntos de corte de g(x) con los ejes de coordenadas.

(0,25 puntos)

c) Calcule algebraicamente todas las asintotas de la funciéon g(x), determinando su ecuacién

analitica. (0,75 puntos)

d) En cada valor donde hay asintota vertical estudie los limites laterales aportando la tendencia

en cada uno de ellos. (0,5 puntos)

e) Analice  algebraicamente la monotonia de la funcion g(x) determinando los

intervalos/semirrectas de crecimiento/decrecimiento mediante la derivada. (0,75 puntos)

f) Calcule, si existen, los puntos de maximo y minimo de la funcién g(x). (0,25 puntos)
g) Estudie algebraicamente la curvatura de la funcién f(x). (0,75 puntos)
h) Calcule los puntos de inflexion de f(x). (0,25 puntos)

i) Represente la funcidn g(x) sobre unos ejes coordenados sefialando los puntos de corte con
los ejes de coordenadas, los puntos criticos y las conclusiones del resto de apartados

respecto al dominio'y la monotonia de la funcion. (0,25 puntos)













[Puntuacion maxima. 1,5 puntos]
3. Determine los valores de a y de b para que la funcion,

a’x+b si x<-1
f(xX)=4{bx?+a si —1<x<2
(bx)?  si 2<x

sea continua en R.
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[Puntuacion maxima. 1,5 puntos]

4. Resuelva algebraicamente los siguientes dos problemas:

(a) La cantidad de bacterias en un cultivo, medida en millones, viene dada por la funcion:
B(t) = t3—9t% + 24t + 10
donde t es el tiempo transcurrido en horas desde el inicio del experimento y el estudio solo
dura 5 horas (es decir, 0 < t < 5).
al) Determina en qué instantes de tiempo se alcanzan la cantidad mdaxima y minima de
bacterias dentro de ese intervalo de 5 horas. (1 punto)
a2) éCual es la cantidad maxima y minima de bacterias durante el experimento? (0,25 puntos)
(b) Se desea fabricar una caja abierta de base cuadrada, con un volumen total de 108 cm?3. Los
laterales se fabrican con un material que cuesta 2 € /cm? y la base con un material que cuesta
4 € /cm?. Calcula las dimensiones de la caja (lado de la base y altura) para que el coste de

fabricacion sea minimo. ¢ Cudl es ese coste minimo?

11




12




SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL CUADERNILLO 8 DE ANALISIS Y ENFOQUES (MATEMATICAS 1)

[Puntuacion maxima. 3 puntos]

1.

Una funcién real de variable real viene dada por la expresién analitica f (x) = x—-2x?+1
a) Determine el dominio de la funcién f(x). (0,25 puntos)
b) Determine algebraicamente los puntos de corte con los ejes de coordenadas. (0,5 puntos)
c) Analice la monotonia de la funcién f(x) mediante la funcién derivada, determinando
algebraicamente los intervalos/semirrectas de crecimiento y de decrecimiento.(0,75 puntos)
d) Calcule, si existen, los puntos de maximo y minimo relativo de la funcién f(x). (0,25 puntos)
e) Estudie algebraicamente, la curvatura de la funcién f(x). (0,75 puntos)
f) Calcule, si existen, los puntos de inflexién de f(x). (0,25 puntos)
g) Represente la funcion sobre unos ejes coordenados sefialando los puntos de corte con los
ejes de coordenadas, los puntos criticos, el punto de inflexion y las conclusiones del resto de

apartados respecto al dominio y la monotonia de la funcién. (0,25 puntos)

1. Dominio de la funcion.

La funcién es polindmica por lo que su dominio es,

Dom(f) =R

2. Puntos de corte.

Con el eje OX.

Hacemos y = 0y resolvemos calculando las abcisas donde se producen los cortes.
fX)=0 © x3—-2x2+1=0

Aplicamos el método de Ruffini obteniendo x = 1,

+1 -2 0 +1
+1 +1 -1 -1
l+1 -1 -1 o0

Resolvemos la ecuacion resultante de igualar a cero el cociente anterior,

1+ J(-1D)2—-4-1-(-1) +1+YV5
*= 21 -T2

Por lo tanto, los puntos de corte con el eje OX son,
+1-+V5 +1++V5
< 2 ) O) ) (1P O) ) < 2 ) O)

Es decir,
(—0°62,0) , (1,0), (1'62,0)
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e Con el eje OY.

Hacemos x = 0 vy sustituimos en la funcidn

F(O)=03-2-02+1=1

Por lo tanto, el punto de corte con el eje OY es,

0,1)

3. Asintotas.

Al ser una funcién polindmica no tiene asintotas verticales. Tampoco horizontal u oblicua ya que,

lim f(x) = xl_i)rgrloo(x3 —2x*4+1) =1

xX—->*

4. Extremos relativos y monotonia.

Calculamos la derivada de la funcion,

f)=x3-2x2+1 = f'(x)=3x%—4x

Igualamos a cero la derivada,

x=0
’, — 2 __ — . — = 4
f)=0 & 3x*-dx=0 & x-Bx-4=0 @y, ,_ 1 o x =

Estudiamos el signo de la primera derivada en los intervalos y semirrectas en los que se divide la recta
real a partir de los valores anteriores.

1 |

| |

4

0 -

3
. Valor de f(x)es

Intervalo/semirrecta prueba x-(3x—4) Creciente/Decreciente
(—,0) x=-1 =)= Creciente
4 .
((), ?) x=+1 +H)-(=)=0() Decreciente
4 .

<?’ _|_oo) x =2 H-(+H)=MH) Creciente

Por lo tanto, f(x) es,

e Creciente en (—o0,0) U (%, +00).

e Decreciente en (0, %)

y f(x) tiene

e Un maximo relativoen (0, £(0)) = (0,1).

e Un minimo relativo en (%,f (i)) = (i,—i) = (1'3,—0'29).

3 3 27
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5. Puntos de inflexion y curvatura.
Calculamos la segunda derivada de la funcidn,
f)=x3-2x2+1 = f(x)=3x?2—4x = f'(x)=6x—4

Igualamos a cero la derivada,

4 2
ffx) =0 & 6x—4=0 & 6x=4 © x=—= = X ==

Estudiamos el signo de la segunda derivada en los intervalos y semirrectas en los que se divide la recta
real a partir de los valores anteriores.

|
|
2
3
Intervalo/semirrecta \frl:;: ae ff(x)=2-3x-2) f(x/)c?ns::: ?’%(U)
(_oo, %) x=0 ) - (=) = (=) Convexa ()
(%, _|_oo) x = 4+1 +H)-(+H) =) Céncava (V)

Por lo tanto, f(x) es,

2
e Convexaen (—00, ?)

, 2
e (Concava en (?, +00).

y f(x) tiene

e Un punto de inflexion en (%,f(%)) = (0'67,0741).

6. Grafica. 3
x | fx)
-1 0 Méximo relativo Max

-0,62 0 Corte con eje OX /\\PI
0 1 Corte con eje QY 0

0°67 | 0°41 | Punto de Inflexidon I ! !
1 0 Corte con eje OX

1,33 | -0,29 Minimo relativo
1,62 0 Corte con eje OX

min
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[Puntuacion maxima. 4 puntos]

2.

Una funcion real de variable real viene dada por la expresion analitica g(x) = =

a) Determine el dominio de la funcién g(x). (0,25 puntos)
b) Determine algebraicamente los puntos de corte de g(x) con los ejes de coordenadas.

(0,25 puntos)

c) Calcule algebraicamente todas las asintotas de la funciéon g(x), determinando su ecuacién

analitica. (0,75 puntos)

d) En cada valor donde hay asintota vertical estudie los limites laterales aportando la tendencia

en cada uno de ellos. (0,5 puntos)

e) Analice  algebraicamente la monotonia de la funcion g(x) determinando los

intervalos/semirrectas de crecimiento/decrecimiento mediante la derivada. (0,75 puntos)

f) Calcule, si existen, los puntos de maximo y minimo de la funcién g(x). (0,25 puntos)
g) Estudie algebraicamente la curvatura de la funcién f(x). (0,75 puntos)
h) Calcule los puntos de inflexion de f(x). (0,25 puntos)

i) Represente la funcidn g(x) sobre unos ejes coordenados sefialando los puntos de corte con
los ejes de coordenadas, los puntos criticos y las conclusiones del resto de apartados

respecto al dominio y la monotonia de la funcion. (0,25 puntos)

1. Dominio de la funcion.

El dominio de la funcién es el conjunto de valores para los que el denominador no es cero. Calculamos

los valores que no pertenecen al dominio,
¥*-2=0 & x*=2 & x=V2
Por lo tanto, el dominio de la funcién g(x) es,
Dom(g) =R—{V2}=R-{1,26}
2. Puntos de corte.

e Con el eje OX.

Hacemos y = 0y resolvemos calculando las abcisas donde se producen los cortes.

x
gx)=0 o = =0 © x*=0 © x=0

Por lo tanto, el punto de corte con el eje 0X es (0, 0).
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e Con el eje OY.

Hacemos x = 0 vy sustituimos en la funcién

4

g(0)=03_2=0

Por lo tanto, el punto de corte con el eje OY es (0, 0).
3. Asintotas.

e Asintotas verticales

Son aquellas rectas x = a de tal modo que,

lim g(x) = oo

X —-a

En nuestro caso, anulando el denominador, obtenemos el valor a de la recta asintota vertical. Por
tanto, la asintota vertical es,

3_2=0 © x3=2 o x=32

Por lo tanto, la asintota vertical es

x=32

e Asintota horizontal.

La asintota horizontal, si existe, esla rectade laformay =n, n € Rcon
lim g(x) =n
X =00

En nuestro caso,

11m x) = lim
oog( ) x—)oox?’— x—>oox3 X —00

Por tanto, no existe asintota horizontal.

e Asintota oblicua.

Tiene asintota oblicua porque el grado del numerador es una unidad mayor que el del
denominador, Calculamos la asintota y = mx + n a través de los limites,

g(x) x4 o0 /oo 4
m=lim—-=1lim— = lim—=Ilim1=1
x—0 X x—»oox4'—2 x —oo x4 X —00

_ _ P —xt 4+ 2x
n=;ggo(g(x)—x)—,}ggo< > ,}‘i&( x3 —2 >_
. 2x_l_ 2_0
i (25) " i 2w 2=

Por lo tanto, la asintota oblicuaesy =
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También se podria haber calculado dividiendo el numerador entre el denominador.

+x* x® -2
—x*  +2x
+2x

El cociente es la asintota oblicua y = x.
4. Extremos relativos y monotonia.
Calculamos la derivada de la funcion,

x* 4x3 - (x3 —2) —x*-3x? 4x®—8x3—3x% «x®—8x3
(%)
= = = =
X3 =2 g (3 — 2)2 (3 — 2)2 o3 — 2)2

gx) =

Igualamos a cero la derivada,

, _ 6 _ Q.3 — 3. (3 _ _ x=0
f(x)=0 & x°-8x>=0 & x>-(x°—-8)=0 @{x3—8:0 o x=2

Estudiamos el signo de la primera derivada en los intervalos y semirrectas en los que se divide la recta
real a partir de los valores anteriores.

| | |
| | |
0 vz 2
. Valor de ' x3- (2~ 8) f(x) es
ImESrVa)piiSem) (Ecta prueba g’ () = (x3 —2)2 Creciente/Decreciente
(—0,0) x=-1 % =(+) Creciente
(O, i/i) x=+1 % =(-) Decreciente
(?i/f, 2) x=+15 % =(-) Decreciente
(2,4x) x=3 % =(4) Creciente

Por lo tanto, g(x) es,

e Creciente en (—0,0) U ( 2, +).

e Decreciente en (O, i/i) U (3{/7, 2).

y g(x) tiene

e Un maximo relativo en (0, g(0)) = (0, 0).

e Un minimo relativo en (Z,f(Z)) = (2,%) = (2,2°67).
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5. Puntos de inflexion y curvatura.

Calculamos la segunda derivada de la funcidn,

) = x* s ,()_x6—8x3 s
I =2 I =G5 22
5 ) = (6x> — 24x2) - (x® = 2)% — (x° —8x3) - 2 - (x® — 2) - 3x?
g (x3 —2)*
& g0 = (6x° — 24x?) - (x3 —2) — (x® — 8x3) - 6x2
g @3 - 2)?
. 6x8 — 24x> — 12x° + 48x2 — 6x8 + 48x° . 12x5 + 48x?2
=> g'(x) = 3 —2)3 = g(x)=w

Igualamos a cero la segunda derivada,

12x5 + 48x?
g x=0 W=o & 12x°448x* =0 © 12x2- (x3+4)=0 &
{12x2=0 o x=0
x34+44=0 o x=-4

Estudiamos el signo de la segunda derivada en los intervalos y semirrectas en los que se divide la recta
- . o e 3
real a partir de los valores anteriores y del valor de no dominio ¥/ 2

_Va 0 ¥z
Intervalo/semirrecta \;1':;:: fre = 12?; (_xZ; 2 f(x/)ci:::: aE\r’w&)(U)
(=0, — ¥3) ‘=2 S G Concava (U)
(-¥,0) x=—-05 % =(-) Convexa (N)
(0, ¥2) x =41 % = (=) Convexa (N)
( V2, +w) x =+2 % = (4) Céncava (V)

Por lo tanto, g(x) es,

e Convexaen (—3&/1, O) ] (O, W)

o Céncavaen(—oo, —3V4)u( V2,+m)

e g(x) tiene un punto de inflexion en (—?i/z,f(—?i/Z)) = (—-1'59,-1706).
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6. Grafica.

x | f&x)
-1 -0,33
-1,59 | -1,06 P.I.

0 0 Minimo relativo
1 -1

2 2,67 | Maximo relativo
3 3,24

4 4,13

S [ | I

Asintota oblicua

X y=Xx
-1 -1
+1 +1

(=]
w
=
wm
@
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[Puntuacion maxima. 1,5 puntos]
3. Determine los valores de a y de b para que la funcion,

a’x+b si x<-1
f(x)={bx*+a si —1<x<?2
(bx)?  si 2<x

sea continua en R.

La funcién es continua para x € R — {—1,2} por estar conformada por funciones polinémicasy,
por lo tanto, todas ellas continuas.

Estudiamos la continuidad del valor x = — 1. Para que una funcién f(x) sea continuaenx = —1
debe ocurrir que sus limites laterales coincidan con el valor de la funcién en el valor x = —1. Es
decir,

lim f(x)= lim f(x)=f(-1)
x— -1 x-—1t

Calculamos los limites laterales y la imagen de la funciéon en el valor de abcisa x = —1,

lim f(x)= lim (a?x+b)=—a’+b
x->—1" X ->—1"

lim f(x)= lim (bx?+a)=b-(=1)2+a=b+a
x->-1* x--1t
f(-1D)=b-(-1)2’4+a=b+a

Puesto que f(x) debe ser continua en x = —1, entonces

a=20

) — — 2 — .
a+b=b+a © 0=a°4+a © 0=a-(a+1) & {a+1=0 & a=-1

Por lo tanto, la funcion es continuaenx = —-1sia=0 o a= —1.
Estudiamos ahora la continuidad del valor x = 2. Para que f(x) sea continua en x =2 debe

ocurrir que sus limites laterales coincidan con el valor de la funcidén en el valor x = 2. Es decir,
lim_f(x) = lim _f(x) = f(2)
x—2" x—-2%

Calculamos los limites laterales y la imagen de la funcién en el valor de abcisa x = =2,

lim f(x)= lim (bx*+a)=4b+a
x - 27 x> 27

li = 1i 2 = 4p2
A, () = lig, ()7 = 4D
f2Q=b-22+a=4b+a

Puesto que f(x) debe ser continua en x = 2, entonces

4b+a=4b*> & 0=4b*>—4b+a
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e Sia = 0 entonces,
0=4b>—4b & 4b-(b—1)=0 o {‘“’_:0 2 ’Zfo
e Sia = —1 entonces,

1
0=4b*-4b+1 & 0=02b-1)* © 2b-1=0 & b=7

Por lo tanto, la funcion es continuaparaa = 0, b=0;paraa = 0, b = 1;ypara

a=-1b=~.
2
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[Puntuacion maxima. 1,5 puntos]

4. Resuelva algebraicamente los siguientes dos problemas:

(a) La cantidad de bacterias en un cultivo, medida en millones, viene dada por la funcién:
B(t) = t3—9t% + 24t + 10
donde t es el tiempo transcurrido en horas desde el inicio del experimento y el estudio solo
dura 5 horas (es decir, 0 < t < 5).
al) Determina en qué instantes de tiempo se alcanzan la cantidad maxima y minima de
bacterias dentro de ese intervalo de 5 horas. (1 punto)
a2) éCual es la cantidad maxima y minima de bacterias durante el experimento? (0,25 puntos)
(b) Se desea fabricar una caja abierta de base cuadrada, con un volumen total de 108 cm?3. Los
laterales se fabrican con un material que cuesta 2 € /cm? y la base con un material que cuesta
4 € /cm?. Calcula las dimensiones de la caja (lado de la base y altura) para que el coste de

fabricacion sea minimo. ¢ Cudl es ese coste minimo?

al) Determina en qué instantes de tiempo se alcanzan la cantidad maxima y minima de bacterias
dentro de ese intervalo de 5 horas.
Estudiamos el crecimiento y decrecimiento de la funcidon B(t) a partir de su funcién derivada
B'(t) = 3t2 —18t% + 24
Igualamos a cero la derivada y resolvemos, obteniendo los posibles valores de extremo relativo,
B(t)=0 & 3t>?—-18t?+24=0 & t’—-6t’°+8=0 &
e ~(-0)+(-62-41-8 +6+V36-32 _+6+V4 :+6i2:{t:4
2-1 2 2 2 t=2

Estudiamos si son maximos o minimos a partir del valor de cada uno en la segunda derivada.

Como, B”(t) = 6t — 18 entonces tendremos que,
e B’(2)=6:2—-18=12-18=-6<0 & t = 2 presenta un Maximo relativo.
e B’(4)=6-4—-18=24—-18=46>0 & t = 4 presenta un minimo relativo.
Por lo tanto,
e B(t)creceparat € (0,2) U (4,5) ydecrece parat € (2,4)
e B(t) presenta un Maximo relativo en t = 2 y un minimo relativoen t = 4.
Valoramos ahora el nimero de bacterias, nosoloent = 2yt = 4 sino también en los extremos
del intervalo, t = 0yt = 5 para dar los instantes de maximo y de minimo en el intervalo [0,5].
e B(0)= 03—9-02+24-0+ 10 = 10 millones de bacterias
e B(2)=23-9-22+4+24-24+10=8—36+ 48 + 10 = 30 millones de bacterias
e B(4)=43—-9-42+24-4+10 = 64 — 144 + 96 + 10 = 26 millones de bacterias
e B(5)=5%-9.524+24-5+10 =125—225+ 120 + 10 = 30 millones de bacterias
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En ese caso, el instante en que se registra el maximo nimero de bacteriasest =2yt =5y

el instante en el que se registra el menor nimero de bacteriases t = 0.

a2) ¢Cudl es la cantidad maxima y minima de bacterias durante el experimento?

La cantidad maxima es 30 millones de bacterias y la minima es 10 millones de bacterias

(b) Se desea fabricar una caja abierta de base cuadrada, con un volumen total de 108 cm3.
Los laterales se fabrican con un material que cuesta 2 € /cm? y la base con un material que
cuesta 4 € /cm?. Calcula las dimensiones de la caja (lado de la base y altura) para que el coste
de fabricacion sea minimo. {Cudl es ese coste minimo?

Se trata de un problema de optimizacion donde la funcién objetivo es el coste de fabricacién
C(x,y). Si consideramos que la arista de la base cuadrada mide x cm vy la altura de la caja mide
y cm entonces la funcion coste de fabricacidn viene dada por la expresion analitica

Clx,y) =4-x*+2-(4xy)

La relacién entre las variables x e y viene dada por el volumen conocido segun,

x%2y =108
Por tanto, y = 136028. Entonces la funcién a minimizar puede quedar descrita mediante una sola
variable segun,
. 4 108 , 864
Clx,y)=4x“+8xy & C(C(x)=4x+8x- e 4x +T
Estudiamos donde la funcidn C(x) presenta un minimo absoluto mediante la derivada,
) 864
C'(x) =8x——
X
Igualamos a cero la derivada y resolvemos,
864 3| 864
C)=0 © Br——5=0  8x°—864=0 & 8x°=864 & x= |——=1108

Para comprobar que es un maximo, y teniendo en cuenta que la segunda derivada del coste es,

1728

C"(x) =8+—
X

Sustituimos en C”’(x) el valor x = Y108 cm para asegurarnos que obtenemos un valor positivo vy,

por tanto, en x = Y108 cm hay un maximo relativo y absoluto de la funcién.

rrfo3 1728 1728
C’(3Y2)=8+—==84+—=4+16=20>0
(V108) 108

Concluimos que la caja es cubica con medida de la arista de la base Y108 cm =~ 4,76 cm y para

esas dimensiones tendremos el coste minimo, que es C(3/108) ~ 272,14 €
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