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CUADERNILLO 6

Analisis y enfoques
Matematicas l y Il

Entrega limite VIERNES, 10 de ABRIL de 2026 (hora de inicio de clase)

NOMBRE:

APELLIDOS:

Instrucciones para los/as alumnos/as

Escriba su nombre y apellidos en las casillas de arriba.
En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a TODOS los ejercicios y problemas que se presentan en el cuadernillo.

Escriba sus respuestas en las hojas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en cada pregunta todas las respuestas numéricas deberdn ser exactas

o aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede afiadir hojas para la realizacién de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede
anexar una hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa,
ponga su nombre y apellidos y el nimero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuaciéon maxima para esta prueba es de 12,5 puntos.

La entrega de este cuadernillo un dia después de la fecha limite de entrega supone la divisidn del total
de la nota obtenida entre 2. Si se produce esta entrega 2 dias después de la fecha limite, se realizara la

division de la nota total entre 3 y asi sucesivamente. Es decir,

Nota def.= Notal total/(Dias de retraso + 1)



No se otorgard necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta correcta que no esté
acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse alguna puntuacion, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION UNICA

[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Andlisis y Enfoques NS Mayo 2025, P1 Ej.9)

1. Pruebe por contradiccidon que x;_x) >4parax e R 0<x<1.
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[Puntuacion maxima: 5 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2025, P1, Ej.12)

2. (a) Resuelva z2 = —1 — +/3i dando las respuestas en laforma z = r - (cos 0 + isen 6).
(1 punto)
Sean z, Y z, las raices cuadradas de —1 — v/3i donde Re(z;) > 0.
Sean z; y z, las raices cuadradas de —1 + v/3i donde Re(z;) > 0.
(b) Expresando las respuestas en la forma z = a + bi, donde a,b € R, (1 punto)
(i) Halle z; y z,
(i) Deduzca z5 y z4.

Las cuatro raices z4, 25,23 Y z, estan representadas en un diagrama de Argand por los
puntos A4, B, C y D, respectivamente.

(c) (i) Sitde los puntos A, B, C y D en el diagrama de Argand. (1 punto)
(ii) Halle el area del poligono que forman estos cuatro puntos.

Las cuatro raices z;, z,, z3 y z, satisfacen la ecuacién z* + 2z2 + 4 = 0.

, 11 1 1 . .
Las cuatro raices —, —,— y — satisfacen la ecuacién pw* + qw? + r = 0 donde p,q,r €
Z1 Zz Z3 Zg
R.

(d) Halle el valor de p,q y r. (1 punto)

1 1 1 1 " !
Las cuatro raices m 0 estan representadas por los puntos E,F,G y H
1 2 3 4

respectivamente en un diagrama de Argand.

(e) (i) Halle Zly expréselo en laforma z = a + bi, donde a, b € R. (1 punto)
1

(ii) A partir de lo anterior, deduzca el drea del poligono formado por estos cuatro
puntos.













[Puntuacion maxima: 4 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2024, P1, Ej.10)

3. Considere la progresion aritmética a, p, q, ..., donde a,p,q # 0.
(a) Muestre que 2p — q = a. (0,5 puntos)
Considere la progresidon geométrica a, s, t, ..., donde a, s, t # 0.
(b) Muestre que s? = at. (0,5 puntos)
El primer término de las dos progresiones es a. Se sabe que g =t = 1.
(c) Muestre que p > % (0,5 puntos)
Considere el casoenelquea =9,s >0yq=t = 1.
(d) Escriba los cuatro primeros términos de: (1 punto)
(i) La progresion aritmética.
(ii) La progresion geométrica

La progresion aritmética y la geométrica se utilizian para formar una nueva progresion
aritmética u,,.

Los tres primeros términosde u, sonu; =9+ n9,u, =5+mn3yu;=1+1In1
(e) (i) Halle la diferencia comun de la nueva progresién,, dandola en funcién de In 3.
(0,75 puntos)

(ii) Muestre que

10

Z u; =-90—-25-In3 (0,75 puntos)

i=1
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[Puntuacion maxima: 1 punto]

4. Resolver algebraicamente la ecuacién z3 — 64i = 0 en el plano complejo dando las
soluciones en notacidn cartesiana y exponencial.
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[Puntuacion maxima: 1,75 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2024, P2, Ej.8)
5.Seaz =1+ cos 20 + isen 260 donde —% <0< %

(a) Muestre que:
(i)arg(z) = 0
(ii) |z| = 2 cos@

(1 punto)

(b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle el valor de 6 para el que se
cumple que arg(z®) = |z3]. (0,75 puntos)
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL CUADERNILLO 6

ANALISIS Y ENFOQUES — MATEMATICAS |

[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2025, P1 Ej.9)
1. Pruebe por contradiccién que x-(ll—z) >4parax ER 0<x<1.
Supongamos que
Ja€eR, 0<a<1 con ;<4
a-(1—a)
En ese caso,
Ja€eR, 0<a<1l con 1<4a-(1-a)
Es decir,
Ja€ER, 0<a<1 con 1<4a-—4a?
Por tanto,
Ja€ER, 0<a<1 con 1—4a+4a*<0

Como los tres términos no nulos de la inecuacién pueden reformularse como un cuadrado
de resta, tendremos que,

Es decir,
Ja€eR, 0<a<1l con (1-4a)*<0
Pero eso es imposible ya que, el cuadrado de un nimero no nulo es mayor que cero.

Concluimos entonces que

mZ‘l-pClT'a VxeERO<x<1

13




[Puntuacion maxima: 5 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2025, P1, Ej.12)

2. (a) Resuelva z2 = —1 — +/3i dando las respuestas en laforma z = r - (cos 0 + isen 6).
(1 punto)
Sean z, Y z, las raices cuadradas de —1 — v/3i donde Re(z;) > 0.

Sean z; y z, las raices cuadradas de —1 + v/3i donde Re(z;) > 0.
(b) Expresando las respuestas en la forma z = a + bi, donde a,b € R, (1 punto)
(i) Halle z; y z,
(i) Deduzca z5 y z4.

Las cuatro raices z4, 25,23 Y z, estan representadas en un diagrama de Argand por los
puntos A4, B, C y D, respectivamente.

(c) (i) Sitde los puntos A, B, C y D en el diagrama de Argand. (1 punto)
(ii) Halle el area del poligono que forman estos cuatro puntos.

Las cuatro raices z;, z,, z3 y z, satisfacen la ecuacién z* + 2z2 + 4 = 0.

1
Las cuatro raices Z— — Z— y —satlsfacen la ecuacion pw?* + qw? + r = 0 donde p,q,r €
1 42 3
R.

(d) Halle el valor de p,q y r. (1 punto)

1 1 1
Las cuatro raices — Z—y— estan representadas por los puntos E,F,G y H
1 R 3

respectivamente en un diagrama de Argand.

(e) (i) Halle Ziy expréselo en laforma z = a + bi, donde a, b € R. (1 punto)
1

(ii) A partir de lo anterior, deduzca el area del poligono formado por estos cuatro
puntos.

(a) Resuelva z2 = —1 — +/3i dando las respuestas en laforma z = r - (cos @ + isen 0).

=-1-V3i & x= /—1—«/§i

Pasando a forma polar y aplicando la férmula de Moivre tendremos que,

1/2 21 21
X = |2a4x =<24n ) =\/§-<cos(—+kn)+i-sen(—+kn)),kE{O,l}
=3 —3 t2km 3 3
Por tanto,

Xo = V2 (cos (ZTT[) +i-sen (ZTE))

X, = V2 (cos (STT[) +1i-sen (STT[))
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Sean z, y z, las raices cuadradas de —1 — /3i donde Re(z,) > 0.

Sean z3 y z, las raices cuadradas de —1 + v/3i donde Re(z3) > 0.
(b) Expresando las respuestas en la forma z = a + bi,donde a,b € R,

(i) Halle z, y z,

=0 =7 (o () s () = -1

10 =2 (cos () - sen (7)) - =
Zy, =Xy = cos (— i-sen|— -t
(ii) Deduzca z3 y z,.
Dado z = a + bi entonces z2 = (Z)? ya que,

z2 = (a + b1)? = a? — b? + 2abt = a? — b? — 2abi

2= (a+ bl)2 = (a — bi)? = a® — b? — 2abi

En ese caso,

z2 =17
Y por tanto,
(v 6
\[— \/§i=\/—1—\/§l= 7+l'7—23
1+ 3 _\/E
—7—1-7=z4

Las cuatro raices z4,2,,23 y Zz, estan representadas en un diagrama de Argand por los
puntos A, B, C y D, respectivamente.

(c) (i) Situe los puntos A, B, C y D en el diagrama de Argand.

R . (ii) Halle el area del poligono que forman estos cuatro
! : | puntos.
T El area vendra dada por,
VZ_V2\' (V6 W6\ |(_VZ_¥2\' (V6 e\ _
2 2 2 "2 ) 2 2 2 2)
8 I > V6 V2 =v12u? =2vV3 u?
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Las cuatro raices z4,Z,,Z; y Z, satisfacen la ecuacién z* + 2z%2 + 4 = 0.
122,23 ) Z4

, 11 1 1 .. <

Las cuatro raices — Y satisfacen la ecuacién pw* + qw? + r = 0 donde p,q, 7T €
1 42 3 4

R.

(d) Halle el valorde p,q y 1.

.1 . .
Sea una de las raices — del polinomio pw* + qw? + r. En ese caso,
Z1

2

4
) ealf o=t = Bermam oo
Z1 Z1 Zf 212 ' '

Por lo tanto,

(e) (i) HaIIeZl y expréselo en la forma z = a + bi,donde a,b € R.
1
1 5 5T\
_— = -1 = . _TC) 7 . (_T[)> —
z Zq (\/E (COS ( 3 +1-Sen 3
_ 5 5
=2 - (cos (Tn (—1)) +i-sen (Tn (—1))) =

! (Cos(n)+i.sen(n))—\/§ (1 iﬁ):ﬁ Ve

3 2 T 7 Uy

V2

3

(ii) A partir de lo anterior, deduzca el area del poligono formado por estos cuatro
puntos.
1 Z3 . . 7
Como — = —=también ocurrird que
Z1

1 z

i_zl 1z
) -5 5 -

Zy, 2 Zz 2 Z, 2
Por lo tanto, los afijos tienen la mitad de valor en cada una de sus coordenadas,

En ese caso, el drea del poligono formado ser3,

-2y - () -

2 2 2 2 2 2 2 2

V6 VI _TZ_V3
2 2 "4 2 ¢
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[Puntuacion maxima: 4 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2024, P1, Ej.10)

3. Considere la progresion aritmética a, p, q, ..., donde a,p,q # 0.
(a) Muestre que 2p — q = a. (0,5 puntos)
Considere la progresidon geométrica a, s, t, ..., donde a, s, t # 0.
(b) Muestre que s? = at. (0,5 puntos)
El primer término de las dos progresiones es a. Se sabe que g =t = 1.
(c) Muestre que p > % (0,5 puntos)
Considere el casoenelquea =9,s >0yq=t = 1.
(d) Escriba los cuatro primeros términos de: (1 punto)
(i) La progresion aritmética.
(ii) La progresion geométrica

La progresidn aritmética y la geométrica se utilizan para formar una nueva progresion
aritmética u,,.

Los tres primeros términosde u, sonu; =9+ n9,u, =5+mn3yu;=1+1In1
(e) (i) Halle la diferencia comun de la nueva progresién,, dandola en funcién de In 3.
(0,75 puntos)

(ii) Muestre que

10

Z u;=-90-25-mn3 (0,75 puntos)

i=1

Considere la progresion aritmética a, p, q, ..., donde a,p,q # 0.

(a) Muestre que 2p — q = a.
Como estan en progresion aritmética entonces la diferencia d de la progresion cumple que,
d=p—a , d=q-—-p
Por tanto,
p-a=q—-p © 2p—q=a

Considere la progresion geométrica a, s, t, ..., donde a, s, t + 0.

17




(b) Muestre que s? = at.

Como estan en progresion geométrica entonces la razén r de la progresion cumple que,

S t
Portanto,~=- & s? =at

El primer término de las dos progresiones es a. Se sabeque g =t = 1.

(c) Muestre que p > %

Como
2p—q=a
Si g = 1 entonces,
_a+1
P=
Comosz=atyt=1entonces,
a=s%2>0
Por lo tanto,
a+1 52+1>0+1 1 >1
= = —_ — @ S
7 2 2 2 LY

Considere el casoenelquea=9,s >0yq =t =1.
(d) Escriba los cuatro primeros términos de:
(i) La progresion aritmética.

Como a =9, g =1 entonces,

2p—1=9 & 2p=10 ©p=5

Los cuatro primeros términos de la progresion aritmética son,

10 20 30 42
a p q
5 1 -3
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(ii) La progresion geométrica
Como a=9, q=1 cons > 0 entonces,

s?=qt & s?=9 & s=3

Los cuatro primeros términos de la progresion aritmética son,

10 20 30 40
a S t
3 1 1/3

La progresidon aritmética y la geométrica se utilizan para formar una nueva progresion

aritmética u,,.
Los tres primeros términosde u, sonu; =9+In9,u, =5+n3yu;=1+1In1

(e) (i) Halle la diferencia comun de la nueva progresion,, dandola en funcion de In 3.

d=u,—u; =5+n3-9+mn9)=5+n3-9—-In9=—-4—-1In3

(ii) Muestre que

10
Zui =-90—-25-In3
i=1

Como,

Up=u +(10-1)-d=9+mn9+9:-(—4—-In3)=9+1n9-36—-9In3 =
=9+4+In3?-36—-9In3=9+2-In3-36—-9In3=-27—-7In3

En es caso,

10

u; +uqy) - 10
Zui=(1 210) — (9+41In9—27—7In3)-5=

i=1
=(94+mn32-27-7In3)-5=(9+2-n3—-27—-7In3)-5=
=(-18—-5In3) -5 = —90 — 25 - [n3

19




[Puntuacion maxima: 1 punto]

4. Resolver algebraicamente la ecuacién z3 — 64i = 0 en el plano complejo dando las
soluciones en notacidn cartesiana y exponencial.

Despejamos la variable compleja,
22-64i=0 © z22=64i o z=V64i & z=73[644
En tal caso,

Zk = (64'90"+360°~k)1/3 = (64);é§+360°~k = 3V 64‘15°+60°-k , k € {0, 1r 2}

T3
Es decir,
Zx = 430011200k » » k €{0,1,2}
Por tanto,
Zog=4- (cos(30° + 120°:0) 4+i-sen(30°+ 120°- 0)) =4- (cos(30°) +i- sen(30°))
zy =4 (cos(30° +120°-1) +i-sen(30°+ 120°- 1)) =4. (cos(150°) +i- sen(150°))

Zy =4- (cos(30° + 120°-2) +i-sen(30°+ 120°- 2)) =4- (cos(270°) +i- sen(270°))

Los valores complejos que se obtienen son,

V3 1 :
Zo = 4‘(7+i°§>=2\/§+2i :4.6%
V3 1 :
7y = 4-(—7+i-§>=—2\/§+2i L
z, = 4-(0+4i-(-1) = —4i — 4.0
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[Puntuacion maxima: 1,75 puntos] (Analisis y Enfoques NS Mayo 2024, P2, Ej.8)
5.Seaz =1+ cos 20 + isen 260 donde —% <0< %

(a) Muestre que:
(i)arg(z) = 0
(ii) |z| = 2 cos@

(1 punto)

(b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle el valor de 6 para el que se
cumple que arg(z®) = |z3]. (0,75 puntos)

(a) Muestre que
(i) arg(z) = 6

El argumento a del complejo z es tal que,

. sen 20 2sen @ - cos@ 2sen @ - cos@ 2sen 6 - cos @
1+cosf® 1+ cos?20—sen?0 cos? 6 + cos? 0 2cos?6
sen @
= tan @
cos 6
Por tanto,

tana =tanfd & a=60 & arg(z) =6

(ii) |1z =2 cos @

|z| = \/(1 + cos 20)2 + sen? 20 = \/ 1+ cos?20 + 2 cos 26 + sen? 20 =

=vV2+2c0s20 =+ 2+2c0os20 —2sen?0 =+ 2cos26 + 2cos2 6 =
=+/ 4cos?60 = 2cos 6
(*) Un segundo modo de comprobar las dos cosas conjuntamente es el siguiente:
z=1+cos20 +isen 20 =1+ cos?’0 — sen?@ +i - 2senf cos § =
= 2cos?’0 + i - 2senf cos b
entonces, sacando factor comun 2cos 6 obtenemos la formula trigonométrica de z

z=2cos 8 -(2cos 0 + isen 8)

Por tanto, |z| = 2cos@ , arg(z) =6
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(b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle el valor de 8 para el que se cumple
que arg(z3) = |z3|.

Como z = 2cos 64y entonces,
3 _ 3
z° = (2co0s 0)°;,

En ese caso,
arg(z®) = |z°] & 30 = (2cos 0)3

Utilizando la calculadora grafica y teniendo en cuenta que — % <0< % obtenemos,
6 ~ 0,83

8

y=3x
f(x)=8c053 X
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