LA WIEB DIFIL

CUADERNILLO 2

Anadlisis y enfoques
Matematicas | y Il

Entrega limite MIERCOLES, 20 de NOVIEMBRE de 2024 (hora de inicio de clase)

NOMBRE:

APELLIDOS:

Instrucciones para los/as alumnos/as

Escriba su nombre y apellidos enlas casillas de arriba.
En esta prueba se permite el uso de calculadora no programable.

Conteste a TODOS los ejercicios y problemas que se presentan en el cuadernillo.

Escriba sus respuestas en las hojas provistas a tal efecto.

Salvo que se indique lo contrario en cada pregunta todas las respuestas numéricas deberan ser exactas

o aproximadas con tres cifras significativas.

Si lo necesita, puede afiadir hojas para la realizacion de cuentas.

Si observa que el espacio de respuesta le impide contestar completamente a alguna pregunta puede
anexar una hoja adicional a este cuadernillo, que el examinador grapara al mismo. En esta hoja anexa,
ponga su nombre y apellidos y el nimero y letra del ejercicio que extiende.

La puntuacion maxima para esta prueba es de 11 puntos.

La entrega de este cuadernillo un dia después de la fecha limite de entrega supone la divisién del total
de la nota obtenida entre 2. Si se produce esta entrega 2 dias después de la fecha limite, se realizara la

division de la nota total entre 3 y asi sucesivamente. Es decir,

Nota def.= Notal total/(Dias de retraso + 1)



No se otorgard necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta correcta que no esté
acompafada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o
en explicaciones. Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse alguna puntuacion, a
interpretacion del corrector, si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION UNICA
[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.3)

1. Pruebe que (3n + 2)? — (3n — 2)? es multiplo de 12 paratodon € Z*




[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P2, Ej.9)

2. La suma de los primeros términos de una progresiéon geométrica viene dada por,

-1
S, = 5 (log, )"
0

S

<
Il

(a) (0,25 puntos) Sabiendo que S,, es convergente, halle el rango de valores posibles para c.

(b) (0,5 puntos) Para el caso en el que ¢ = 1,5, halle el menor valor de n para el que se cumple
que

| Seo —Snl < 0,1




[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.4)

3. La siguiente figura muestra el triangulo ABC, donde AB = 4cm,BC = 6 cm,
AC=5cmyABC = 20.

B
4cm 6 cm
A

5cm C

2
Halle el valor exacto de cos 0 dando la respuesta en la forma %, donde p,q € Z*




[Puntuacion maxima: 2,5 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P2, Ej.12)

. ., 2x%+6x-3
4. La curva C tiene por ecuacién y=xx++,x € R, x # —k, donde k es una constante
positiva.
dy _ 2x%+4kx+6k+3
(a) (0,25 puntos) Muestre que = G

(b) (0,5 puntos) Halle el valor mas pequerio de k para el cual existe un minimo local o un
maximo local.

Considere la curva C para el caso k = 2.
(c) (0,25 puntos) Escriba la ecuacion de su asintota vertical.

(d) (0,5 puntos) Halle la ecuacion de la asintota oblicua.
(e) (0,5 puntos) Muestre que Z—z > 2,parax € R x # —2.

(f) (0,5 puntos) Dibuje aproximadamente la curva C, mostrando claramente las dos asintotas y
el comportamiento general de C cuando se va acercando a cada una de las asintotas.







[Puntuacion maxima: 3,5 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.10)

5. Considere un cilindro de radio 4r y de altura h. Se extrae del centro un cilindro mas pequefio
de radio r, para formar asi un cilindro hueco. Toda esta informacidn se representa en la
siguiente figura en la que todas las longitudes estan en centimetros y la figura no esta dibujada
a escala.

El 4rea total de la superficie del cilindro hueco, en cm?, viene dada por S.
El volumen del cilindro hueco, en cm?, viene dada por V.
(a) (0,5 puntos) Muestre que S = 30mr? + 10mrh.
(b) (1 punto) El area total de la superficie del cilindro hueco es igual a 240 cm?. Muestre que

V = 360nr — 45013
(c) (0,5 puntos) Halle una expresidn algebraica para Z—‘:.
El cilindro hueco alcanza un volumen maximo cuandor =p - \/% dondep € Z™.

(d) (0,75 puntos) Hallar el valor de p.

(e) (075 puntos) A partir de lo anterior, halle este volumen maximo. Dé su respuesta en la forma

q-n-\/%,dondeqel‘”.










[Puntuacion maxima: 2,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.11)

e?¥—1

Una curva viene dada por la ecuacién y = , x € R.

e2x+1

(a) (0,25 puntos) Aplicando la regla de L'Hopital, calcule

. dy _ 4e2%%
(b) (i) (0,25 puntos) Muestre que = e

(ii) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, muestre que 1 — y? = %.

(c) (i) ((0,5 puntos) Utilizando la derivacidn implicita sobre el resultado de (b) muestre que,

2
LY — 23 — 2y.

dx?

. . . Ly a3 .
(ii) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, halle una expresion para d—x}; en funcion de y.

(d) (0,75 puntos) Utilizando los resultados obtenidos en los apartados (b) y (c), halle la serie de
2x

Maclaurin paray = °

i1 llegando hasta (e incluyendo) el término x3.
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SECCION UNICA
[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.3)

1. Pruebe que (3n + 2)? — (3n — 2)? es multiplo de 12 para todon € Z*

Por induccion
e Probamoselcason =1

(3-14+42)2-(3-1-2)2=52-12=25-1=24=12-2
e Suponemoselcason =k
J3a€eZ (B-k+2?*-B-k-22=12-a V
Y probamos el caso
e Suponemoselcason =k + 1
Ja'eZ B -(k+1)+22-@B-k+1)-22=12-a V
B k+1D)+2)?2-B-(k+1)—2)?>=Bk+3+2)*>—-Bk+3-2)?=
=(Bk+2)+3) = (Bk—2) +3)" =
=Bk+2)?+32+2-3-Bk+2)—(3k—2)2—-32-2-3-3k—2) =
=Bk+2)?-Bk—-2)2+2-3-Bk+2)—2-3-(Bk—2)=
=Bk+2)—-Bk—-2)"+6-6k=
Aplicamos el cason = k,
B k+1D)+2?-3B-(k+1)—-2)2=0Bk+2)?—-Bk—-2)>+36k=
=12a+36k=12-(a+3k) =12a" V
Por tanto, verificado el caso primero y la hipétesis inductiva, el enunciado
(3n+2)? — (3n — 2)? es multiplo de 12
es cierto paratodo n € Z*
Sin induccidn
VneZ 3n+2)?2-0Bn-2)2=(@Bn+2+Bn-2)) - (Bn+2)-(3n-2)) =

(6n) - (4) =24n=12-(2n) = 12K

Por tanto, (3n + 2)? — (3n — 2)? es multiplo de 12 para todon € Z*.
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[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P2, Ej.9)

2. La suma de los primeros términos de una progresiéon geométrica viene dada por,

-1
S, = 5 (log, )"
0

S

<
Il

(a) (0,25 puntos) Sabiendo que S,, es convergente, halle el rango de valores posibles para c.

(b) (0,5 puntos) Para el caso en el que ¢ = 1,5, halle el menor valor de n para el que se cumple
que

| Seo —Snl < 0,1

(a) (0,25 puntos) Sabiendo que §,, es convergente, halle el rango de valores posibles para c.

Como,
n—

Sn Z 5:-(ogyc) =8,=5" Z(logz c)"

r=0

Se trata de una serie geométrica de razén r = log, ¢ que convergera siempre y cuando la razén de
la misma esté entre -1 y 1. Por lo tanto

—1<log,c<1 & 27l<c<?2!
En conclusic’m,;— <c<2

(b) (0,5 puntos) Para el caso en el que ¢ = 1, 5, halle el menor valor de n para el que se cumple que

| Seo — S, < 0,1
Como,
¢ - (log, 1,5)°
® 7 1-log,1,5
Y
- (log, 1,5)™ —
=5. log,15)7 =5 . 2
$.=5) (logs 15 =5 e
r=0
Entonces buscaremos el menor valor de n para el que,
1 (log,(1,5))" —
Seo — 5,1 <01 & 5- — 01 &
| nl ‘1 —log,(1,5)  log,(1,5)—1 <
1 1 1,5)" — -1 1 1,5)" -1
_(082( ) <002 o _(ng( ) <002 o
1 —log,(1,5) log,(1,5) —1 log,(1,5) —1 log,(1,5) — 1
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(log,(1,5))"
1 —log,(1,5)

(log,(1,5))"

<002 & -002<-——""—
1 —logz(1,5)

<002 &

& —0,02-(1—-1log,(1,5)) < (log,(1,5))" <0,02-(1—-1log,(1,5) &
& 0<In[(log,(1,5))"] <In[0,02 - (1 —log,(1,5))] &
& 0<n-In[(log,(1,5))] <In[0,02 (1 —1log,(1,5))] &

In[0,02 - (1 — log,(1,5))]
o 0< n< & n<8936
In[(log,(1,5))]

Por lo tanto, el menor valor de n para el que se cumple la condicionesn = 9.
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[Puntuacion maxima: 0,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.4)

3. La siguiente figura muestra el triangulo ABC, donde AB = 4cm,BC = 6 cm,
AC=5cmyABC = 20.

B
4cm 6 cm
A

5cm C

2
Halle el valor exacto de cos 0 dando la respuesta en la forma %, donde p,q € Z*

Aplicando el teorema del coseno sobre el lado AC tendremos que,

|AC|?> = |AB|?> + |BC|> — 2 - |AB| - |BC| - cos 20

En ese caso,
52 =42 4+62—=2-4-6-c0s20 & 25=16+36—48-cos20 <

25—52_ S 29_27
—48 = cos cos =78
En ese caso, como,
20=— & cos’0 20 =21 & cos?B— (1-cos?0) = o
cos 20 = 13 cos sen“0 = 13 cos cos T
o 2.c0s20-1=—L o 2-costB=-rtl o
cos =78 cos =78
N Ze_75 - 29_75 - 26_25 - o= 25 o
Ccos = 96 cos = 96 cos =3 cos O = 32
o o5 [L_51_51 VZ 542
cosh==-+ |—m=—-  —=— — . — =
4 2 4 V2 42 V2 8

Conp=5yqg=8

15




[Puntuacion maxima: 2,5 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P2, Ej.12)

. ., 2x%+6x-3
4. La curva C tiene por ecuacién y=xx++,x € R, x # —k, donde k es una constante
positiva.
dy _ 2x%+4kx+6k+3
(a) (0,25 puntos) Muestre que = G

(b) (0,5 puntos) Halle el valor mas pequeiio de k para el cual existe un minimo local o un
maximo local.

Considere la curva C para el caso k = 2.
(c) (0,25 puntos) Escriba la ecuacion de su asintota vertical.

(d) (0,5 puntos) Halle la ecuacion de la asintota oblicua.
(e) (0,5 puntos) Muestre que Z—z > 2,parax € R x # —2.

(f) (0,5 puntos) Dibuje aproximadamente la curva C, mostrando claramente las dos asintotas y
el comportamiento general de C cuando se va acercando a cada una de las asintotas.

dy _ 2x?+4kx+6k+3

(a) (0,25 puntos) Muestre que S = 2

dy . (4x+6) - (x+k)—(Qx*+6x—-3)-1
ax " (x + k)2 B

_ 4x% + 6x + 4kx + 6k — 2x%> — 6x + 3 T 2x?% + 4kx + 6k + 3
= (x+ k)2 - (x+ k)2

(b) (0,5 puntos) Halle el valor mas pequeino de k para el cual existe un minimo local o un maximo
local.

Igualamos a cero la derivada y resolvemos,

) 2x% + 4kx + 6k + 3 "
y=0 & o £ 12 =0 & 2x*+4kx+6k+3=0 &

—4k +/(4k)2 —4 -2 (6k +3)  —4k +V16kZ — 48k — 24
x = =
2-2 4

3
= -k + 2 _ _—
k+ [k 3k >

El valor existird siempre y cuando,

3
k2—3k—?20 & 2k*—6k—3=0

16




Resolvemos la inecuacion, resolviendo la ecuacién correspondiente,

6+/(—-6)—4-2-(-3) 6+V36+24 _

2k? — 6k —3 = =
6k—3=0 55 2

6+ V60 3+ V15
42

En ese caso, como p(k) = 2k? — 6k — 3 es un polinomio de segundo grado cuya representacién
grafica es una parabola con las ramas hacia arriba (tiene el coeficiente principal positivo), entonces la
solucion de la inecuacion anterior es,

, 3- V15| [3+ V15
2k? =6k =320 & k€ (-0, ———|U|———,+0

En ese caso, el menor valor positivo de k para el cual existe un minimo local o un maximo local, es

Considere la curva C para el caso k = 2.

(c) (0,25 puntos) Escriba la ecuacion de su asintota vertical.

La funcién es
_ 2x?+6x -3

y= x+2

Y su asintota vertical es,
x=-2
(d) (0,5 puntos) Halle la ecuacién de la asintota oblicua.

La ecuacion de la asintota oblicua es de la forma y = mx + n con,

f(x)  t o3 2%% + 6x — 3 22
x X x — X
m= lim —= 1 x+2 = lim = lim =2
x>+ X X —>+00 X X >+00 x2 4 2x X —>to00 X2
~ lim (FO0) )= 1 2x% +6x—3 o) = 1 2x* +6x —3—2x% —4x\ _
n_x—lgloofx mx _x—1>r-II:100 x+ 2 X _x—1>r-|r-loo x+ 2 -

2x — 3 2x
i (Z22) = i Z o

x>+ \ X + 2 x>+ X

Por lo tanto, la ecuacion de la asintota oblicua es y = 2x + 2.

17



(e) (0,5 puntos) Muestre que dy >2,parax € R x # —2.
dx

Comprobamos mediante una cadena de equivalencias que es cierta la propiedad. Para ello, llegamos
a una desigualdad cierta para todo real x € R, x # —2 segun,

Wy o FOABAIZEI L e t1243>2 (x+2)? o
dx (x + 2)2 e *

& 2x°+8x+12+3>2-(x*+4x+4) &
& 2x*+8x+12+3>2x*+8x+8 © 7>0
Como
7>0 Vx€eR, x+-2

Entonces es cierto que
dy
E> 2,parax E R x # —2.

(f) (0,5 puntos) Dibuje aproximadamente la curva C, mostrando claramente las dos asintotas y el
comportamiento general de C cuando se va acercando a cada una de las asintotas.

Conociendo las asintotas y que la funcidon es siempre creciente (debido a que la derivada es mayor
que 2, tomando algunos valores, podemos representar la funcién segun,

18




[Puntuacion maxima: 3,5 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.10)

5. Considere un cilindro de radio 4r y de altura h. Se extrae del centro un cilindro mas pequefio
de radio r, para formar asi un cilindro hueco. Toda esta informacidn se representa en la
siguiente figura en la que todas las longitudes estan en centimetros y la figura no esta dibujada
a escala.

El 4rea total de la superficie del cilindro hueco, en cm?, viene dada por S.
El volumen del cilindro hueco, en cm?, viene dada por V.
(a) (0,5 puntos) Muestre que S = 30mr? + 10mrh.
(b) (1 punto) El area total de la superficie del cilindro hueco es igual a 240 cm?. Muestre que

V = 360nr — 45013
(c) (0,5 puntos) Halle una expresidn algebraica para Z—‘:.
El cilindro hueco alcanza un volumen maximo cuandor =p - \/% dondep € Z™.

(d) (0,75 puntos) Hallar el valor de p.

(e) (075 puntos) A partir de lo anterior, halle este volumen maximo. Dé su respuesta en la forma

q-n-\/%,dondeqel‘”.

(a) (0,5 puntos) Muestre que S = 30mr? + 10mrh.

Como la superficie es la suma de las superficies laterales exterior e interior y de las dos coronas

circulares que forman las bases, tendremos,
La suma de las superficies laterales exterior e interior son,

S;=2n-(4r)-h+2m-r-h=8nr+ 2nrh = 10nrh

19




La suma de las coronas circulares son,
S, =2-[m-(4r)2—m-r?] =2 [m-16r% —nar?] =2 15ar? = 30mr?
Por tanto, la superficie del cilindro hueco es,
S=S8,+S, =10mrh + 30mr?
(b) (1 punto) El area total de la superficie del cilindro hueco es igual a 240w cm?. Muestre que
V = 360mr — 45nr3
El volumen del cilindro hueco es la resta del volumen del cilindro externo menos el interno.
V=V, +V, = Areaggs. mayor * b — Areaggse menor - h =
=n-(4r)2-h—nr?-h=16nr>-h—nr?-h=15nr?-h
Como el area total de la superficie del cilindro hueco es igual a 240w cm? entonces,
10mrh + 3072 = 240m

Despejamos h,

2401 — 307r?

10mrh +30mr? =240 < h =
107r

Sustituyendo h en la férmula del volumen, concluimos la expresion pedida,

2401 — 307mr? ) - 15712

. _ 2y —
Tomr Tomr (240 — 307r=)

V =15nr? - h = 151712 <

3r
== (2401 — 30mr?) = 360nr — 45073

(c) (0,5 puntos) Halle una expresion algebraica para %.

Derivando en la expresion del apartado anterior tendremos que,

av
— =V’'(r) = 360 — 135n7?
dr

s 2. 2
El cilindro hueco alcanza un volumen maximo cuandor = p - f? donde p € Z™.

(d) (0,75 puntos) Hallar el valor de p.

lgualamos a cero la derivada V’(r) y resolvemos para calcular los extremos relativos,

8 2
Vir)=0 o 360mr—135nr?=0 © 8-3r2=0 © r=i—’?=i2-\/;

20




Como,

4V _ V(r) = =270
dT‘z = )= nr

y, sustituyendo los presuntos valores de extremo relativo, obtenemos,

vl =2 |2 ) = 127002+ |2 50
3|~ T 3

vela. 12 = Z270m-2. |2 <0
3|~ T 3

o _ /2
La funcidn volumen presenta un maximoenr = 2 - 3

Como, segun el enunciado hay volumen maximo cuando r =p - 5 donde p € Z*, igualamos

nuestro valor de maximo al del enunciado y obtenemos p segun,

; 2 2 2€Z*
. —_ . —_ Py =

(e) (075 puntos) A partir de lo anterior, halle este volumen maximo. Dé su respuesta en la forma

q-n-\/%,dondquZ““.

. - 2 .
El volumen maximo resultara de sustituirr = 2 - J; enV = 360nr — 45mr3 segun,

3
vlz2- |2 =360.2-2- |2 _4s T
3 |- T 3 T 3| =
= 720 2 _360.2 2 720 2 240 2 _ 480 2
- T I3 3 " 3T T3 T3 T3

donde g = 480 € Z*
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[Puntuacion maxima: 2,75 puntos] (Analisis y Enfoques, Octubre 24, P1, Ej.11)

e?¥—1

Una curva viene dada por la ecuacién y = , x € R.

e2x+1

(a) (0,25 puntos) Aplicando la regla de L'Hopital, calcule

. dy _ 4e2%%
(b) (i) (0,25 puntos) Muestre que = e

dy

(ii) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, muestre que 1 — y? = =

(c) (i) ((0,5 puntos) Utilizando la derivacion implicita sobre el resultado de (b) muestre que,

dzy _ 3 _
= 2y° — 2y.
3
(i) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, halle una expresién para % en funcion de y.

(d) (0,75 puntos) Utilizando los resultados obtenidos en los apartados (b) y (c), halle la serie de
2x

Maclaurin paray = °

i1 llegando hasta (e incluyendo) el término x3.

(a) (0,25 puntos) Aplicando la regla de L"Hopital, calcule

e** —1
xh—>n<}o (er + 1)

e2* — 1 0 /00 e?x .2
lim <—> = lim =lim1l=1

X — oo er+1 L/Hé\)pltalx—)oo er,Z X — oo
2x
(b) (i) (0,25 puntos) Muestre que % = (e::l)z
dy ,  2e*(e+1)— (e —1)-2e**  2e" +e? —2e" +2e*
P (e2x + 1)2 = T
2e2% 4 22X 42X

(e +1)?2 (e +1)?

(ii) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, muestre que 1 — y? = %.
i er_lzz _(92x_1)2:(82x+1)2_(82x_1)2:
y e +1 (e?* +1)? (e?* +1)?

e 4+ 142 — (e +1—-2-e%) e 4142 —e* 142 e

B (€ + 1)? B @ 1 1)? =
2e%* 4+ 2. e 4e2* dy

e +12  (eZ+D02 7
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(c) (i) (0,5 puntos) Utilizando la derivacion implicita sobre el resultado de (b) muestre que,

d?y
_ 7 3 _
xZ 2y° — 2y

Derivo en implicitas en la expresion b)(ii) tendremos que,
Como

Sustituimos la derivada de y en la expresidon resultado de la derivacion implicita anterior y
concluimos

2 2 2
, y d*y d*y
—2yy’ = D2 e 2y-(1-y?) = D2 & —2y+2y3 = IxZ

3

(ii) (0,5 puntos) A partir de lo anterior, halle una expresion para 2 enfuncién de y.
dx3 y

Volvemos a derivar en implicitas sobre el resultado obtenido en (c)(i),

d*y d3y
— 2 _2y3_2 ~ 2~ 6y2y =2y
=2y 2 e =6yt =2y

Sustituimos la derivada de y en la expresidon resultado de la derivacién implicita anterior y
concluimos

d’y o d’y
E=6y2y—2y < $=6y2-(1—y2)—2~(1—y2) e

3

d3y d3y
by — 6yt — 2 + 292 Z gy eyt —2
© —5=6y"—6y +2y? & —5=8y"—6y

(d) (0,75 puntos) Utilizando los resultados obtenidos en los apartados (b) y (c), halle la serie de

2x
e *—-1 . P .
T llegando hasta (e incluyendo) el término x3.

Maclaurin paray =

La serie de MacLaurin es,

_ y© Y L,y
P(x) = y(0) + 1 “x + TR + TR
Como,
e?0 -1 1-1
0) = = =0
YO = o1 T 171
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Entonces,

d
d_ic]:1_y2 = y(0)=1-0>=1
d2
aC—z=2y3-—2y = y(0)=2-03-2-0=0
dgy 2 4 rrr 2 4
T5=8 -6y =2 = y(0)=8-0°-6-0"=2=-2

Por lo tanto, el polinomio de MacLaurin pedida es,

y(©)  y(0) N y'© N y“ ) s

PO ==+ ¥+t 30 -
O L R SO X3
I T B

Concluimos que el polinomio de MaclLaurin hasta grado tres es,

3

5 I X
(x)—x—?
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